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#01
Opis układów wielowymiarowych za pomocą macierzy

transmitancji
#02

Opis dynamiki układu metodą zmiennych stanu
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Metody opisu liniowego układu dynamicznego
z czasem ciągłym

• liniowe równanie różniczkowe rzędu m, (zakładamy że: am 6= 0,
l 6 m, dodatkowo u(t) = 0 dla t < 0)

am
dmy(t)

dtm
+ am−1

dm−1y(t)
dtm−1

+ ... + a1
dy(t)

dt
+ a0y(t) =

= bl
dlu(t)

dtl
+ bl−1

dl−1u(t)
dtl−1

+ ... + b1
du(t)

dt
+ b0u(t)

z warunkiem początkowym (razemm liczb)

y(0−), dy(t)

dt
/t=(0−), ... ,

dm−1y(t)
dtm−1

/t=(0−)

Przykład równania rzędu m = 1 i odp. warunku początkowego

3y0(t) + 2y(t) = 7u(t), y(0−) = 10
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• charakterystyka impulsowa k(t) (tzw. odpowied́z impulsowa), czyli
postác y(t) przy u(t) = δ(t) i zerowymWP
Przykład odpowiedzi skokowej

k(t) = e−t

Uwaga. Gdy WP rzeczywíscie jest zerowy, wtedy sygnał wyj́sciowy jest
splotem wej́scia i charakterystyki impulsowej

y(t) = u(t) ∗ k(t) =
Z ∞
0

u(t− τ )k(τ )dτ

Gdy tak nie jest, dochodzi składowa zależna od WP.

• charakterystyka skokowa λ(t) (tzw. odpowied́z skokowa), czyli postác
y(t) przy u(t) = 1(t) i zerowymWP
Przykład odpowiedzi skokowej

λ(t) = 3t
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• transmitancja

K(s) = L{k(t)} =
Z ∞
0

k(t)e−stdt =
bls

l + ... + b1s + b0
amsm + ... + a1s + a0

Uwaga. Gdy warunek początkowy jest zerowy, wtedy Y (s) = K(s)U(s)
(tylko wtedy!!!).

• równanie stanu ½
x0(t) = Ax(t) + bu(t)

y(t) = cTx(t)

u(t), y(t) — wejscie i wyj́scie obiektu (skalarne)
x(t) — wektor stanu (kolumna, k elementów zmieniających się w czasie)
A — macierz parametrów, kwadratowa k × k

b, c — wektory parametrów (kolumny k-elementowe)

Uwaga. K(s) = cT (sI−A)−1b
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Układy wielowymiarowe (MIMO)

u(t) =

⎡⎢⎢⎣
u1(t)
u2(t)
...
up(t)

⎤⎥⎥⎦ , y(t) =

⎡⎢⎢⎣
y1(t)
y2(t)
...
yq(t)

⎤⎥⎥⎦ , x(t) =

⎡⎢⎢⎣
x1(t)
x2(t)
...
xr(t)

⎤⎥⎥⎦
(
x
0
(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)

A — macierz o wymiarach r × r

B — macierz o wymiarach r × p

C — macierz o wymiarach q × r

Macierz transmitancji

K(s) = C(sI−A)−1B
K(s) — macierz o wymiarach q × p
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K(s) =

⎡⎢⎢⎣
K1,1(s) K1,2(s) ... K1,p(s)
K2,1(s) K2,2(s) ... ...
... ... ... ...
Kq,1(s) ... ... Kq,p(s)

⎤⎥⎥⎦ .
Przy zerowych WP

Y(s) = K(s)U(s); Yi(s) =

pX
j=1

Ki,j(s)Uj(s); i = 1, 2, ..., q,

gdzie

U(s) =

⎡⎢⎢⎣
U1(s)
U2(s)
...
Up(s)

⎤⎥⎥⎦ oraz Y(s) =

⎡⎢⎢⎣
Y1(s)
Y2(s)
...
Yq(s)

⎤⎥⎥⎦
Ki,j(s) — transmitancja, okréslającą wpływ j-tego wej́scia układu na i-te
wyj́scie
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#03
Sterowalnóśc i obserwowalnóśc układów liniowych
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Sterowalnóśc

Definicja. Układ nazywamy sterowalnym, jėzeli istnieje t∗ takie, że dla
kȧzdej pary stanów (x0,x∗) istnieje sterowanie u(t) przeprowadzające ten
układ ze stanu początkowego x(0) = x0 do stanu kóncowego x(t∗) = x∗.

Twierdzenie. Układ jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz

S = [b, Ab, A2b, ... Ak−1b]

jest pełnego rzędu, tj. gdy rankS = k.
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Obserwowalnóśc

Definicja. Układ nazywamy obserwowalnym, jėzeli przy dowolnym ste-
rowaniu u(t) istnieje skónczona chwila tk, po której, na podstawie sygnałów
u(t) i y(t) w przedziale czasu od t0 do tk, mȯzna wyznaczýc stan układu
x(t0) w dowolnej chwili początkowej t0.

Twierdzenie. Układ jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz

Q =

⎡⎢⎢⎢⎣
cT

cTA
...

cTAk−1

⎤⎥⎥⎥⎦
jest pełnego rzędu, tj. gdy rankQ = k.
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Macierze podobne

Definicja. Macierze A i B nazywamy podobnymi, jėzeli istnieje taka
macierz T, że

B = TAT−1

Własnóśc. Macierze podobne mają takie same:
— wielomiany charakterystyczne
— wartósci własne
— wektory własne
— wyznaczniki
— ślady
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Opisy równoważne

½
x0(t) = Ax(t) + bu(t)
y(t) = cTx(t)

— opisuje go trójka (A,b, cT ) (1)

x(t) — wektor stanu

Podstawmy v = Tx½
v0(t) = TAT−1v(t) +Tbu(t)
y(t) = cTT−1v(t)

— ten sam system opisuje
trójka (TAT−1,Tb, cTT−1)

(2)

v(t) — wektor stanu

Definicja. Opisy (1) i (2) nazywamy równoważnymi.
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Postacie kanoniczne

Twierdzenie. Kȧzdy system sterowalny ma opis równowȧzny, w którym

TAT−1 =
∙
0 I

−aT
¸
=

⎡⎢⎢⎣
0 1
... . . .
0 1
−a0 −a1 · · · −ak−1

⎤⎥⎥⎦ oraz Tb =

⎡⎢⎢⎣
0
...
0
1

⎤⎥⎥⎦

a0, a1, ..., ak−1 — współczynniki wiel. charakterystycznego macierzy A
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Postacie kanoniczne (c.d.)

Twierdzenie.Kȧzdy system obserwowalny ma opis równoważny, w którym

TAT−1 =

⎡⎢⎢⎣
0 1
... . . .
0 1
−a0 −a1 · · · −ak−1

⎤⎥⎥⎦ oraz cTT−1=
£
1 0 · · · 0

¤

a0, a1, ..., ak−1 — współczynniki wiel. charakterystycznego macierzy A
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#04
Uk÷ady ze sprz¾e·zeniem zwrotnym, przesuwanie biegunów
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Statyczne sprz¾e·zenie zwrotne od wyj́scia

uv G
xcy

buAxx
T=

+='

F

−

y

u = �Fy +Gv = �FcTx +Gv
x0 = Ax + b

�
�FcTx +Gv

�
=
�
A� bFcT

�
x + bGv

Opis uk÷adu zamkni¾etego (o wej́sciu v)

x0 = Azx +Bzv y = cTx

gdzie
Az = A� bFcT , Bz = bG
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Sformu÷owanie zadania przesuwania biegunów za pomoc ¾a
sprz¾e·zenia zwrotnego od wyj́scia

Dane s ¾aA; b i c oraz po·z ¾adanywielomian charakterystyczny uk÷adu zamkni¾etego

wz(s) = s
n + dn�1s

n�1 + ::: + d1s + d0

Wyznaczýc macierz F tak ¾a, ·ze

det (sI � Az) = det
�
sI � A + bFcT

�
= wz(s)
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Statyczne sprz¾e·zenie zwrotne od stanu

uv G
xcy

buAxx
T=

+='

K

−

y

x

u = �Kx +Gv
x0 = Ax + b (�Kx +Gv) = (A� bK)x + bGv

Opis uk÷adu zamkni¾etego (o wej́sciu v)

x0 = Azx +Bzv y = cTx

gdzie
Az = A� bK, Bz = bG
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Sformu÷owanie zadania przesuwania biegunów za pomoc ¾a
sprz¾e·zenia zwrotnego od stanu

Dane s ¾aA i c oraz po·z ¾adanywielomian charakterystyczny uk÷adu zamkni¾etego

wz(s) = s
n + dn�1s

n�1 + ::: + d1s + d0
Wyznaczýc macierz K tak ¾a, ·ze

det (sI � Az) = det (sI � A + bK) = wz(s) (1)

Rozwi ¾azanie

Lemat 1 Je·zeli para A; b ma postác kanoniczn ¾a

A =

2664
0 1
... . . .
0 1
�a0 �a1 � � � �ak�1

3775 , b =

2664
0
...
0
1

3775 (2)

to macierz K spe÷niaj ¾aca (1) ma postác

K = [d0 � a0; d1 � a1; :::; dn�1 � an�1]

5



Przekszta÷cenie opisu systemu sterowalnego do postaci
kanonicznej (gdy para (A; b) nie jest w postaci kanonicznej)

Odpowiednia macierz podobieństwa ma postác

P =

2664
p
pA
...

pAn�1

3775 , gdzie p jest ostatnim (n-tym) wierszemmacierzy odwrotnej [b; Ab; :::; An�1b]�1

Wtedy para (PAP�1; P b) jest opisem kanonicznym tego samego systemu.

Lemat 2 Je·zeli para (A; b) jest sterowalna, to macierz K spe÷niaj ¾aca (1)
ma postác

K = [d0 � a0; d1 � a1; :::; dn�1 � an�1]P
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Przyk÷ad

Dla uk÷adu o macierzach A =

�
1 1
0 1

�
oraz b =

�
1
1

�
wyznaczýc macierz

sprz¾e·zenia zwrotnego od stanu K 2 R1;2 tak ¾a ·ze uk÷ad zamkni¾ety b¾edzie
mia÷bieguny równe s1 = s2 = �2.

Rozwi ¾azanie

Po·z ¾adany wielomian charakterystyczny uk÷adu zamkni¾etego ma postác

wz(s) = (s� s1)(s� s2) = (s + 2)(s + 2) = s2 + 4s + 4
czyli d0 = d1 = 4. Dalej

[b; Ab]�1 =
�
1 2
1 1

��1
=

�
�1 2
1 �1

�
, a zatem p = [1;�1]

Macierz podobieństwa

P =

�
p
pA

�
=

�
1 �1
1 0

�
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Postác kanoniczna

PAP�1 =
�
0 1
�1 2

�
(czyli a0 = 1, a1 = �2) oraz Pb =

�
0
1

�
Macierz sprz¾e·zenia

K = [d0 � a0; d1 � a1]P = [3; 6]
�
1 �1
1 0

�
= [9;�3]

Sprawdzenie

Macierz uk÷adu zamkni¾etego

Az = A� bK =

�
1 1
0 1

�
�
�
1
1

�
[9;�3] =

�
�8 4
�9 4

�
ma wartósci w÷asne s1 = s2 = �2.
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Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Optymalizacja statyczna funkcji

Funkcja celu/kryterialna/kosztów

Q(x) → min
x

x∗ = argmin
x
Q(x)

Ograniczenie

x ∈ X , gdzie X —zbiór rozwiązań dopuszczalnych

Cel
Znaléźc takie x∗ ∈ X , że dla każdego x ∈ X zachodzi

Q(x∗) ≤ Q(x)



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Pojęcie funkcjonału

uogólnienie pojęcia funkcji
mapowanie przypisujące funkcji x(t) liczbę Q

x(t)→ Q

Przykłady

Q = max
t∈R
|x(t)| , Q =

∫ b

a
x2(t)dt



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Optymalizacja dynamiczna

Chodzi o znalezienie takiej funkcji x∗(t) ze zbioru dopuszczalnego
X , że dla każdej funkcji x(t) ∈ X zachodzi

Q {x∗(t)} ≤ Q {x(t)}



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Sformułowanie problemu
Zadanie sterowania optymalnego obiektem nieliniowym

x ′(t) = f (x(t), u(t), t) , t ∈ [t0, tk ]
zminimalizowác wskáznik jakósci (koszt sterowania)

G (x , u) =
∫ tk

t0
g (x(t), u(t), t) dt, g (x(t), u(t), t) —koszt chwilowy

przy danym stanie początkowym x0 i końcowym xk , tj

x (t0) = x0 i x (tk ) = xk

i ograniczeń nałożonych na proces sterujący

u(t) ∈ U, U —zbiór sterowań dopuszczalnych

Problem jest nieskończenie wymiarowy !!!



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Przykładowe kryteria

sterowanie minimalnoczasowe

g (x(t), u(t), t) = 1

G (x , u) =
∫ tk

t0
1dt = tk − t0

sterowanie minimalnoenergetyczne

g (x(t), u(t), t) = u2(t)

G (x , u) =
∫ tk

t0
u2(t)dt

całka z kwadratu stanu i sterowania

G (x , u) =
∫ tk

t0

(
xTQx + uTRu

)
dt

problem ze swobodnym stanem końcowym

G = F (x(tk ))



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Rachunek wariacyjny
Minimum lokalne funkcji (przypomnienie)

Funkcja Q(x) ma w punkcie x∗ minimum lokalne jésli istnieje takie
ε > 0 (dowolnie małe otoczenie), że

‖x − x∗‖ < ε =⇒ Q(x) ≥ Q(x∗)

Jésli funkcja Q(x) jest różniczkowalna to

Q ′(x∗) = 0.

Wnioskowanie w drugą stronę jest nieprawdziwe !!!



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Rachunek wariacyjny
Pojęcie otoczenia w przestrzeni krzywych

Zdefiniujmy normę funkcji

‖x(t)‖ = max
t∈[t0,tk ]

|x(t)|+ max
t∈[t0,tk ]

∣∣x ′(t)∣∣
FunkcjonałQ {x(t)} osiąga lokalne minimum na krzywej x∗(t)
jésli istnieje takie ε > 0 (otoczenie w przestrzeni krzywych), że

‖x(t)− x∗(t)‖ < ε =⇒ Q {x(t)} ≥ Q {x∗(t)}



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Rachunek wariacyjny
Równanie Eulera-Lagrange’a

x ′(t) = f (x(t), u(t), t) → u(t) = F
(
x(t), x ′(t), t

)
g (x(t), u(t), t) = g

(
x(t),F

(
x(t), x ′(t), t

)︸ ︷︷ ︸, t
)
, g̃

(
x(t), x ′(t), t

)
Jeżeli funkcjonał(funkcja kosztów)
G {x(t)} =

∫ tk
t0
g̃ (x(t), x ′(t), t) dt ma minimum lokalne na

krzywej x∗(t), to spełnione jest na niej równanie Eulera-Lagrange’a

g̃x (t) =
d
dt
g̃x ′(t), dla t ∈ [t0, tk ]

gdzie

g̃x (t) =
∂

∂x
g̃
(
x(t), x ′(t), t

)
i g̃x ′(t) =

∂

∂x ′
g̃
(
x(t), x ′(t), t

)
Jest to warunek konieczny, niewystarczający !!!



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Mnożniki Lagrange’a

Jeżeli funkcja f (x) : Rn → R (tzn. x jest wielowymiarowe) ma
ekstremum warunkowe w punkcie x∗, przy warunku G (x) = 0,
gdzie G (x) : Rn → Rm , to w punkcie x = x∗ spełoniny jest układ
równań {

f ′(x) = Λ ◦ G ′(x)
G (x) = 0

gdzie
Λ = (λ1,λ2, ...,λm)

T

λ1,λ2, ...,λm —tzw. mnożniki Lagrangea



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Mnożniki Lagrange’a

Metoda mnożników Lagrange’a — technika pozwalająca na
sprowadzenie zadania optymalizacji z ograniczeniami do zadania
bez ograniczeń
Przykład. Zminimalizowác funkcję

f (x , y) = x + y

przy ograniczeniu, że punkt (x , y) leży na okręgu jednostkowym, tj.

x2 + y2 = 1,

czyli
G (x , y) = 0, gdzie G (x , y) = x2 + y2 − 1



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Mnożniki Lagrange’a

Tworzy się funkcję

F (x , y) = f (x , y) + λG (x , y)

Można pokazác, że warunkiem koniecznym istnienia ekstremum w
punkcie (x , y) jest 

∂
∂x F (x , y) = 0
∂

∂y F (x , y) = 0
G (x , y) = 0



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Mnożniki Lagrange’a

W naszym przykładzie 
1+ 2λx = 0
1+ 2λy = 0

x2 + y2 − 1 = 0

co prowadzi do rozwiązania x = y , 2x2 = 1, a zatem

x = y =

√
2
2
, lub x = y = −

√
2
2

Można zastosowác tw. Weierstrassa, bo okrąg jest zwarty
(domknięty i ograniczony)



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Zasada maksimum Pontryagina, funkcja Hamiltona

x ′(t) = f (x(t), u(t), t) , t ∈ [t0, tk ]

G (x , u) =
∫ tk

t0
g (x(t), u(t), t) dt

Funkcja Hamiltona (hamiltonian)

H (λ(t), x(t), u(t), t) , −g (x(t), u(t), t)+ 〈λ(t), f (x(t), u(t), t)〉

gdzie

〈λ(t), f (x(t), u(t), t)〉 = λT (t)f (x(t), u(t), t)



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Zasada maksimum Pontryagina, warunek konieczny
optymalnósci

Jeżeli (x∗, u∗) jest optymalnym procesem sterowania, to sterowanie
u∗ maksymalizuje hamiltonian problemu tj.

H (λ∗(t), x∗(t), u∗(t), t) = max
u∈U

H (λ∗(t), x∗(t), u(t), t)

gdzie λ∗(t) (tzw. funkcja sprzężona) spełnia liniowe równanie
różniczkowe (tzw. sprzężone)

λ′∗(t) = −f Tx (x∗(t), u∗(t), t) + gTx (x∗(t), u∗(t), t)

z warunkiem końcowym

λ∗(tk ) = 0.
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Zasada Bellmana
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Poszukiwanie trajektorii optymalnej
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Zasada Bellmana

Jeżeli optymalną trajektorią z punktu A do punktu D jest
trajektoria

A→ B → C → D,

to optymalną trajektorią z punktu B do punktu D jest trajektoria

B → C → D.

(tzn. kóncówka trajektorii optymalnej jest optymalna sama w
sobie, strategia optymalna nie zależy od historii procesu)
Dowód - nie wprost, oczywisty.
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Zasada Bellmana
Funkcja Bellmana

S (x(t), t) , min
t∈U [t ,tk ]

∫ tk

t
g (x(τ), u(τ), τ) dτ,

przy warunku x(tk ) = xk

Funkcja S (x(t), t) okrésla jaki jest najmniejszy możliwy koszt
dotarcia do stanu końcowego xk w chwili tk , jeżeli w chwili t
obiekt znajduje się w stanie x(t).



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Zasada Bellmana
Równanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana HJB

S (x(t), t) , min
t∈U [t ,tk ]

(∫ t+∆t

t
g (x(τ), u(τ), τ) dτ + S (x(t + ∆t), t + ∆t)

)
po rozwinięciu funkcji S (x(t + ∆t), t + ∆t) w szereg Taylora
względem punktu S (x(t), t) i przej́sciu ∆t → 0 otrzymuje się
równianie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana

−St (x(t), t) = min
u(t)∈U

(g(x(t), u(t), t) + Sx (x(t), t) f (x(t), u(t), t))

gdzie

St (x(t), t) =
∂

∂t
S (x(t), t) i Sx (x(t), t) =

∂

∂x
S (x(t), t)



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Zasada Bellmana
Programowanie dynamiczne (metoda postępowania)

1 Minimalizujemy prawą stronę równania HJB traktując x ,
Sx (x , t) i t jako parametry, uzyskujemy

u (x ,Sx (x , t), t) .

2 Wstawiamy u (x , Sx (x , t), t) do równania HJB.
3 Rozwiązujemy je przy warunku granicznym

S (x , tk ) = 0.
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Regulator liniowo kwadratowy (LQR)

x ′(t) = Ax(t) + Bu(t)

kwadratowa funkcja kosztów

G = xT (tk )F (tk )x(tk )︸ ︷︷ ︸
koszt stanu końcowego

+
∫ tk

t0

(
xTQx + uTRu

)
dt



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

LQR —optymalne sterowanie

Zastosowác sprzężenie zwrotne od stanu

u(t) = −Kx (t) ,
gdzie

K = R−1BTP(t),

zás P(t) jest rozwiązaniem równania różniczkowego Riccatiego

ATP(t) + P(t)A− P(t)BR−1BTP(t) +Q = −P ′(t),

z warunkiem brzegowym

P(tk ) = F (tk ).

rozwiązanie wyznaczone analitycznie

układ odporny na zakłócenia
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Istota pomysłu

W tradycyjnym układzie regulacji sterowanie jest generowane w
oparciu o funkcję uchybu ε(t) w chwili bieżącej i w chwilach

poprzednich.

W sterowaniu predykcyjnym buduje się model obiektu i wylicza
prognozę jego zachowania się. Sposób sterowania uwzględnia

przewidywane zachowanie się obiektu w przyszłósci.
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Przesuwany horyzont

horyzont prognozy Hp

k + 1, k + 2, ........., k +Hp

horyzont sterowania Hs

k + 1, k + 2, ..., k +Hs

zazwyczaj Hs < Hp
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Algorytm

1. Na podstawie obecnych i przeszłych pomiarów wej́scia, wyj́scia
i stanu (ew. szacowanych), stosując model obiektu (wzór
opisujący jego zachowanie), wyznaczýc prognozę wyj́scia na
Hp chwil "w przyszłóśc"

y k+1, y k+2, ........., y k+Hp

Prognozowane wartósci wyj́śc wyznaczone w etapie 1 zależą
oczywíscie od wartósci przyszłych sterowań (są ich funkcjami).

2. Przy danym żadanym (zadanym) procesie wyj́sciowym
yż ,k+1, yż ,k+2, ........., y ż ,k+Hp zminimalizowác wskáznik kosztu
sterowania

J(uk+1, ..., uk+Hs ) =
Hp

∑
t=k+1

{
wy (y t − yż ,t )2 + wu(∆ut )2

}
,

gdzie wy i wu to wagi, zás ∆ut = ut − ut−1, tzn. preferujemy
małe zmiany sterowania.
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Algorytm (c.d.)

3. Z uzyskanego rozwiązania optymalnego u∗k+1, ..., u
∗
k+Hs w

chwili kolejnej, tj. t = k + 1 podác na wej́scie obiektu wartóśc
u∗k+1 (tylko pierwszą wartóśc z ciągu optymalnego
wyznaczonego w chwili k).

4. Przesuną́c horyzont czasowy o jeden, tzn. chwilą obecną staje
się t = k + 1, okresem prognozy chwile

t = k + 2, k + 3, ........., k +Hp + 1,

a horyzontem sterowania

t = k + 2, k + 3, ..., k +Hs + 1

5. Przej́śc do etapu 1 powtarzając optymalizację dla
przesuniętego horyzontu.
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Heurystyczne metody optymalizacji
Symulowane wyżarzanie (metoda iteracyjna)

W i-tej iteracji dla wektora

x(i ) = (x (i )1 , x
(i )
2 , ..., x

(i )
d )

T

losuje się wektor z jego otoczenia

x̃ = (x (i )1 + ∆1, x
(i )
2 + ∆2, ..., x

(i )
d + ∆d )T

Jeżeli nastąpi poprawa funkcji kryterialnej (J(x̃) < J(x(i ))) to
przechodzi się bezwarunkowo do punktu x̃, tzn.

x(i+1) = x̃
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Heurystyczne metody optymalizacji
Symulowane wyżarzanie (c.d.)

W przeciwnym wypadku (J(x̃) ≥ J(x(i ))) warunkiem akceptacji
nowego rozwiązania x̃ jest zaj́scie zdarzenia losowego

u < c1ec2 i ,

gdzie wylosowane u ma rozkład jednostajny na odcinku [0, 1].
Jésli warunek losowy nie zachodzi, pozostaje się przy starym
rozwiązaniu, tj.

x(i+1) = x(i )
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Heurystyczne metody optymalizacji
Algorytmy genetyczne

Pojęcie pokolenia

{x(i )n }Nn=1
i —numer pokolenia

x(i )n —n-ty osobnik w i-tym pokoleniu (wektor d-wymiarowy)

Selekcja —wybór osobników do roli rodziców (do generacji
kolejnego pokolenia). Prawdopodobieństwo selekcji zależne od
wartósci funkcji celu danego osobnika (np. reguła ruletki.)
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Heurystyczne metody optymalizacji
Algorytmy genetyczne (c.d.)

Krzyżowanie —dobór wyselekcjonowanych osobników w pary
i generacja potomków. Przykładowym operatorem może býc
średnia dwóch wektorów. Stosuje się też operacje biotwe.

Mutacja —modyfikacja wygenerowanych potomków w
stosunku do wartósci otrzymanych w wyniku krzyżowania
rodziców.
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Układ automatycznej regulacji

0 ( )y t ( )y t
( )OK s

_

+

( )y t

( )tε ( )u t
KR(s)

y0(t) = 1(t)
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Postulaty, kryteria oceny jakósci regulacji

stabilnóśc

wartóśc uchybu w stanie ustalonym

εust = lim
t→∞

ε(t)

czas regulacji — czas po którym zagwarantowane jest
zredukowanie uchybu do 5% wartósci początkowej

tr : |ε(t)− εust| 6 δ, t > tr , δ = 5% |ε(0)− εust| ,

całka kwadratu uchybu

Q =
∫ ∞

0
ε2(t)dt
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Postulaty, kryteria oceny jakósci regulacji

przeregulowanie

κ =
∣∣∣∣ ε2ε1
∣∣∣∣ · 100%
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Postulaty, kryteria oceny jakósci regulacji

szybkóśc regulacji — rząd (numer) pierwszej niezerowej
pochodnej λUAR (t) na starcie, tzn. dla t = 0
zapas amplitudy i zapas fazy
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Regulacja typu P
Uchyb w stanie ustalonym

KR (s) = kp

Kotw (s) = kpKO (s) = kp
LO (s)
MO (s)

KE (s) =
1

1+Kotw (s)

E (s) =
1
s
KE (s)

εust = lim
t→∞

ε(t) = lim
s→0

sE (s) =
1

1+ kpK0(0)
6= 0

np. KO (s) =
1

s + 1
→ εust =

1
1+ kp
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Regulacja typu P
Oscylacje, kwestia stabilnóści, linie pierwiastkowe

Przykład

KO (s) =
1

(s + 1)3
, Kotw (s) =

kp
(s + 1)3

, KUAR (s) =
kp

(s + 1)3 + kp
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Regulacja typu P
Szybkóśc regulacji

K0(s) =
bl s l + ...+ b0
amsm + ...+ a0

p = m− l ≥ 0

Kotw (s) = kp
bl s l + ...+ b0
amsm + ...+ a0

KUAR (s) =
kp(bl s l + ...+ b0)

amsm + ...+ a0 + kp(bl s l + ...+ b0)

lim
t→0

λ
(i )
UAR (t) = lim

s→∞
s · s i · 1

s
KUAR (s)

= 0, dla i = 0, 1, ..., p − 1
6= 0, dla i = p

Przykłady

KO (s) =
1

s + 1
→ λUAR (0) = 0, λ′UAR (0) 6= 0

KO (s) =
1

(s + 1)2
→ λUAR (0) = 0, λ′UAR (0) = 0, λ′′UAR (0) 6= 0
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Regulacja typu I
Uchyb w stanie ustalonym

KR (s) =
ki
s

Kotw (s) =
ki
s
KO (s) =

ki
s
LO (s)
MO (s)

KE (s) =
1

1+Kotw (s)

E (s) =
1
s
KE (s)

εust = lim
t→∞

ε(t) = lim
s→0

sE (s) =
1

1+ ki
s K0(0)

= 0
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Regulacja typu I
Szybkóśc regulacji

K0(s) =
bl s l + ...+ b0
amsm + ...+ a0

p = m− l ≥ 0

Kotw (s) =
ki
s
bl s l + ...+ b0
amsm + ...+ a0

KUAR (s) =
ki (bl s l + ...+ b0)

s (amsm + ...+ a0) + ki (bl s l + ...+ b0)

lim
t→0

λ
(i )
UAR (t) = lim

s→∞
s · s i · 1

s
KUAR (s)

= 0, dla i = 0, 1, ..., p
6= 0, dla i = p + 1

Przykład

KO (s) =
1

s + 1
→ λUAR (0) = 0, λ′UAR (0) = 0, λ′′UAR (0) 6= 0
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Regulacja typu I
Przykład. Analityczna analiza wpływu wartósci nastawy na kryterium całkowe

KO (s) =
a

s + b
, a, b > 0 KR (s) =

ki
s

Kotw (s) =
ki
s

a
s + b

KE (s) =
1

1+Kotw (s)
=

(s + b) s
s2 + bs + kia

E (s) =
s + b

s2 + bs + kia

Q(ki ) =
∫ ∞

0
ε2(t)dt =

kia+ b2

2kiab
∂Q(ki )

∂ki
=

2kia2b− 2ab
(
kia+ b2

)
(2kiab)

2 =
−2ab3

(2kiab)
2 ki ↗
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Regulacja typu PI
Uchyb w stanie ustalonym

KR (s) = kp +
ki
s
=
kps + ki
s

Kotw (s) =
kps + ki
s

KO (s) =
kps + ki
s

LO (s)
MO (s)

KE (s) =
1

1+Kotw (s)

E (s) =
1
s
KE (s)

εust = lim
t→∞

ε(t) = lim
s→0

sE (s) =
s

s + (kps + ki )K0(0)
= 0
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Regulacja typu PI
Szybkóśc regulacji

K0(s) =
bl s l + ...+ b0
amsm + ...+ a0

p = m− l ≥ 0

Kotw (s) =
kps + ki
s

bl s l + ...+ b0
amsm + ...+ a0

KUAR (s) =
(kps + ki ) (bl s l + ...+ b0)

s (amsm + ...+ a0) + (kps + ki ) (bl s l + ...+ b0)

lim
t→0

λ
(i )
UAR (t) = lim

s→∞
s · s i · 1

s
KUAR (s)

= 0, dla i = 0, 1, ..., p − 1
6= 0, dla i = p
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Regulacja typu PID
Szybkóśc regulacji

KR (s) = kp +
ki
s
+ kd s =

kd s2 + kps + ki
s

Kotw (s) =
kd s2 + kps + ki

s
bl s l + ...+ b0
amsm + ...+ a0

KUAR (s) =

(
kd s2 + kps + ki

)
(bl s l + ...+ b0)

s (amsm + ...+ a0) + (kd s2 + kps + ki ) (bl s l + ...+ b0)

lim
t→0

λ
(i )
UAR (t) = lim

s→∞
s · s i · 1

s
KUAR (s)

= 0, dla i = 0, 1, ..., p − 2
6= 0, dla i = p − 1
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Podsumowanie

εust ... λ(p−1)(0) λ(p)(0) λ(p+1)(0)
P 6= 0 0 6= 0
I 0 0 0 6= 0
PI 0 0 6= 0
PID 0 6= 0
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Pierwsza metoda Zieglera-Nicolsa
Aproksymacja obiektu stabilnego

Uwaga! Nie znamy KO (s), dokonujemy aproksymacji

K (1)approx (s) =
ke−sτ

TZ s + 1
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Pierwsza metoda Zieglera-Nicolsa
Aproksymacja obiektu całkującego

K (2)approx (s) =
ke−sτ

s
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Pierwsza metoda Zieglera-Nicolsa
Rekomendowane ustawienia

Typ regulatora kp 1
ki

kd
P 1/a — —
PI 0, 9/a 3τ —
PID 1, 2/a 2τ τ/2

Żuchowski A., Metoda doboru nastaw regulatora PID
uwzględniająca postulowany zapas stabilnósci modułu i fazy,
Pomiary Automatyka Kontrola, str. 11—13, Nr 1/2004.
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Druga metoda Zieglera-Nicolsa

Możliwa do zastosowania dla obiektów stabilnych wyższych rzędów
Nie trzeba aproksymowác
Doprowadzamy UAR z regulatorem typu P do granicy stabilnóśc
(zwiększając kp)

Typ regulatora kp Ti Td
P 0, 5kP ,kryt ∞ 0
PI 0, 45kP ,kryt Tosc/1, 2 0
PID 0, 6kP ,kryt Tosc/2 Tosc/8
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Metoda funkcji opisującej
Przyblizona analiza układów z elementami nieliniowymi

u(t) = A sinωt

y(t) = a0 +
∞

∑
k=0

(bk sin kωt + ck cos kωt),

pierwsze harmoniczne

y1(t) = b1 sinωt + c1 cosωt ≈ y(t)

funkcja opisująca (transmitancja przybliżająca)

J(s) =
Y1(s)
U(s)

=
b1 + jc1
A

.
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Przykładowe elementy nieliniowe

Charakterystyka f (x) Funkcja opisująca dla x(t) = A sinωt

max {kx ,B} J(A) = 2k
π

(
arcsin B

Ak +
B
Ak

(
1−

( B
Ak

)2) 1
2

)
{
B, dla x > 0
−B, dla x < 0 J(A) = 4B

πA
0, dla |x | < a
B, dla x > a
−B, dla x < −a

J(A) = 4B
πA

(
1−

( a
A

)2) 1
2
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Nadążnóśc UAR

y0(t) = A0 + A1t + A2t2 + ...+ Ar tr

Kotw(s) =
Lotw(s)
Motw(s)

=
Lotw(s)
shNotw(s)

, h —rząd astatyzmu

• limt→∞ ε(t) = 0, gdy h > r
• limt→∞ ε(t) = εust 6= 0, gdy h = r
• limt→∞ ε(t) = ∞, gdy h < r
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Regulacja dyskretna
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Realizacja regulatora PID w MATLAB
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Realizacja regulatora PID w MATLAB

Uwaga!

K parPID (s) = kp +
ki
s
+ kd

Ns
s +N

= kp +
ki
s
+ kd

1
1
N s + 1

s

K idealPID (s) = kp

(
1+

ki
s
+ kd

Ns
s +N

)
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Sterowanie dyskretne układem z czasem ciągłym

Ingerujemy w sterowanie jedynie w dyskretnych chwilach czasu

t = 0,T , 2T , 3T , ...., nT , ......

t = nT , n = 0, 1, 2......

Okres dyskretyzacji (próbkowania) T jest z góry okréslony (znany)
Nie mylíc dyskretyzacji z kwantyzacją!!!

x(nT ) ∈ R

Dwie koncepcje:

sterowanie impulsowe: w chwilach 0,T , 2T , ... generujemy
odpowiednio zmodulowane impulsy Diraca, a pomiędzy tymi
chwilami sterowanie jest zerowe

sterowanie odcinkami stałe: wartóśc sterowania u(nT )
obowiązuje aż do chwili t = (n+ 1)T
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Impulsator

jeżeli wej́sciem impulsatora jest u(t) to jego wyj́sciem jest

u∗(t) =
∞

∑
n=0

u(nT )δ(t − nT )

u∗(t) jest ciągiem modulowanych impulsów Diraca: u(0)δ(t),
u(T )δ(t − T ), u(2T )δ(t − 2T ),...
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Ekstrapolator

jego wej́sciem jest ciąg impulsów Diraca u∗(t), a wyj́sciem —
funkcja u(t) odcinkami stała

u(t) = u(nT ), dla t ∈ [nT , (n+ 1)T )

u(t) =
∞

∑
n=0

u(nT ) [1(t − nT )− 1(t − (n+ 1)T )]

U(s) =
1
s

∞

∑
n=0

u(nT )
[
e−nsT − e−(n+1)sT

]
=
1− e−sT

s

∞

∑
n=0

u(nT )e−nsT

a ponieważ ∑∞
n=0 u(nT )e

−nsT = U∗(s), to

U(s) =
1− e−sT

s
U∗(s)
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Obiekt ciągły z dwoma impulsatorami synchronicznymi

( )K s
( )Y s*( )U s( )U s *( )Y s

y ∗(t) =
∞

∑
n=0

y(nT )δ(t − nT )

Oznaczmy

un = u(nT ) yn = y(nT )

Wyznaczamy transmitancję systemu (dyskretnego), który
przekształca ciąg {un} w ciąg {yn}

Y (s) = K (s)U∗(s), y(t) =
∫ t

0
k(t − τ)u∗(τ)dτ

y(t) =
n

∑
i=0
u(iT )

∫ nT

0
k(nT − τ)δ(τ− iT )dτ =

n

∑
i=0
k ((n− i)T ) u(iT )
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Obiekt ciągły z dwoma impulsatorami synchronicznymi

System dyskretny ma zatem odpowied́z impulsową

kn = k(nT )

i odpowiednio transmitancję dyskretną

K̂ (z) = Z {k(nT )}

Schemat postępowania

K (s)→ k(t)→ k(nT )→ Z {k(nT )} = K̂ (z)
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Obiekt ciągły sterowany przez impulsator z ekstrapolatorem

( )K s
( )Y s*( )U s( )U s *( )Y sE

( )U s

Y (s) = K (s)U(s) = H(s)U∗(s), gdzie H(s) =
1− e−sT

s
K (s)

L−1 {H(s)} = L−1
{
1
s
K (s)

}
−L−1

{
1
s
K (s)e−sT

}
= λ(t)−λ(t−T )

po zastosowaniu reguły o splocie można pokazác, że

yn =
n

∑
i=0
(λn−i − λn−1−i ) ui
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Obiekt ciągły sterowany przez impulsator z ekstrapolatorem

Odpowiadający system dyskretny ma zatem transmitancję

K (z) = Z(λn−λn−1) = Z(λn)− z−1Z(λn) =
z − 1
z
Z {λ(nT )}

Schemat postępowania

1
s
K (s)→ λ(t)→ λ(nT )→ z − 1

z
Z {λ(nT )} = K (z)
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Przykład
Wzmacniacz

K (s) = c

k(t) = cδ(t)→ k(nT ) = cδ(nT )

K̂ (z) = cZ {δ(nT )} = c

λ(t) = c1(t)→ λ(nT ) = c

K (z) =
z − 1
z
cZ {1n} = c

z − 1
z

z
z − 1 = c
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Przykład
Element całkujący

K (s) = 1
s

k(t) = 1(t)→ k(nT ) = 1n

K̂ (z) = Z {1n} =
z

z − 1

λ(t) = t → λ(nT ) = nT

K (z) =
z − 1
z
TZ {n} = z − 1

z
T

z
(z − 1)2 =

T
z − 1



Kryteria P I PI PID Z-N Uzup D-C Adapt Ident

Przykład
Obiekt inercyjny I-rzędu

K (s) = 1
s+1

k(t) = e−t → k(nT ) = e−nT

K̂ (z) = Z
{
e−nT

}
=

z
z − e−T

λ(t) = 1− e−t → λ(nT ) = 1n −
(
e−T

)n
K (z) =

z − 1
z

(
z

z − 1 −
z

z − e−T
)
=
1− e−T
z − e−T

np. dla T = 1 mamy K (z) ≈ 0.632
z−0.368
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Wstęp de regulacji predykcyjnej i adaptacyjnej

)(0 ty OBIEKT
−

)(tyREGULATOR

PROGRAMOWANIE
NASTAW (tzw. zmienna

wiodąca))(tw

Adaptacja na podstawie zmiennej wiodącej
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Wstęp de regulacji predykcyjnej i adaptacyjnej

)(0 ty OBIEKT
−

)(tyREGULATOR

IDENTYFIKACJA
OBIEKTU

)(tw

WYZNACZANIE
OPTYMALNYCH

NASTAW
REGULATORA

cel sterowania

Pósrednia regulacja adaptacyjna
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Wstęp de regulacji predykcyjnej i adaptacyjnej

)(0 ty OBIEKT
−

)(tyREGULATOR

IDENTYFIKACJA
OPTYMALNYCH
PARAMETRÓW
REGULATORA

)(tw

cel sterowania

Bezpósrednia regulacja adaptacyjna
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Identyfikacja
Liniowy obiekt statyczny (1)

(1)x
(2)x

( )sx

y*a

z

Figure: Liniowy obiekt statyczny
typu MISO

a∗ =


a∗1
a∗2
...
a∗s


Założenia:

Ez = 0, varz < ∞
x (i ), z —niezależne

XN =


xT1
xT2
...
xTN

 =

x (1)1 x (2)1 .. x (s)1
x (1)2 x (2)2 .. x (s)2
...

...
...
...

x (1)N x (2)N .. x (s)N


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Identyfikacja
Liniowy obiekt statyczny (2)

YN =


y1
y2
...
yN

, ZN =

z1
z2
...
zN


Równanie pomiarów

YN = XNa∗ + ZN

Model

YN (a) = XNa

Istota metody najmniejszych
kwadratów∥∥YN −YN (a)∥∥22 → min

a

Równania normalne

XTNXNa = X
T
NYN

Warunek jednoznacznósci
rozwiązania

rankXN = s

Estymator NK

âN=
(
XTNXN

)−1
XTNYN = X

+
NYN

âN
p.1→ a∗, gdy N → ∞
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Identyfikacja
iniowy obiekt dynamiczny typu MA(s) (1)

L

kyku kv
kε

)( 1−qB

Figure: Model MA

vk = b
∗
0uk + ...+ b

∗
s uk−s

yk = vk + εk

yk = b
∗
0uk + ...+ b

∗
s uk−s + zk

zk = εk
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Identyfikacja
iniowy obiekt dynamiczny typu MA(s) (2)

L

ku

ky*b

kz
1ku −

k su −

Figure: Model MA

b∗ =


b∗0
b∗1
...
b∗s


Założenia:

Ez = 0, varz < ∞
{uk} , {zk} —niezależne

ΦN =


φT
1

φT
2

...
φT
N

 =

u1 u0 .. u1−s
u2 u1 .. u2−s
...

...
...
...

uN uN−1 .. uN−s


YN = ΦNb∗ + ZN b̂N=

(
ΦT
NΦN

)−1
ΦT
NYN
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Identyfikacja
Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (1)

kyku ( )
( )

1

1

B q

A q

−

−

kv
kε

Figure: Model ARMA

vk = b
∗
0uk + ...+ b

∗
s uk−s + a

∗
1vk−1 + ....+ a

∗
pvk−p

yk = vk + εk

yk = b
∗
0uk + ...+ b

∗
s uk−s + a

∗
1yk−1 + ....+ a

∗
pyk−p + zk

zk = εk − a∗1εk−1 − ...− a∗pεk−p
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Identyfikacja
Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (2)

ku

ky*θ

kz1ku −

k su −

1ky −

k py −

Figure: Model ARMA

θ∗ =



b∗0
b∗1
...
b∗s
a∗1
a∗2
...
a∗p


Ez = 0, varz < ∞
uk−i , zk —niezależne

yk−i , zk —zależne, gdy {zk}
jest procesem skorelowanym
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Identyfikacja
Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (3)

ΦN =


φT
1

φT
2

...
φT
N

 =

u1 u0 · · · u1−s y0 y−1 · · · y1−p
u2 u1 · · · u2−s y1 y0 · · · y2−p
...

...
...

...
...

...
...

...
uN uN−1 · · · uN−s yN−1 yN−2 · · · yN−p


YN = ΦN θ∗ + ZN θ̂N=

(
ΦT
NΦN

)−1
ΦT
NYN
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Wersja rekurencyjna

θ̂k = θ̂k−1 + Pkφk (yk − φTk θ̂k−1)

Pk = Pk−1 −
Pk−1φkφTk Pk−1
1+ φTk Pk−1φk

wszystkie pomiary {φk , yk} mają takie same znaczenie (taką samą
wagę)
a co jésli prawdziwe szukane θ∗ zmienia się w czasie?
"stare" pomiary są mniej godne zaufania
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Śledzenie parametrów

yk = θ∗ + zk ,

θ̂ = argmin
θ

N

∑
k=1

αk (yk − θ)2 , (1)

αk —wagi reprezentujące stopień ważnósci pomiaru yk

∂

∂θ

N

∑
k=1

αk (yk − θ)2 = 2
N

∑
k=1

(θαk − ykαk ) ,

θ
N

∑
k=1

αk =
N

∑
k=1

ykαk

θ̂ =
∑N
k=1 ykαk

∑N
k=1 αk

, (2)

gdy α = const to θ̂ =
α ∑N

k=1 yk
Nα

=
1
N

N

∑
k=1

yk .
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Wagi, przykłady

αk = λN−k , with 0 < λ < 1 (3)

αk+1 =
1
λ

αk .

∞

∑
k=1

αk =
∞

∑
k=1

λN−k < ∞

αk =

{
1, as N − n < k ≤ N
0, as k ≤ N − n .
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Strojenie

θ̂
(N )
n =

1
n

N

∑
k=N−n+1

yk

w chwili N: skok parametru z wartósci θ∗ na θ∗ + ∆
bł̨ad średniokwadratowy horyzoncie H

Q(n) =
N+H

∑
i=N+1

(
var θ̂

(i )
n + bias2 θ̂

(i )
n

)
,

Q(n) =
Hσ2z
n
+

∆2

n2

n−1
∑
j=1

j2 =
Hσ2z
n
+

∆2

n2

(
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− n2

)
' Hσ2z

n
+

∆2

3
n,

nopt . = argmin
n
Q(n)



Kryteria P I PI PID Z-N Uzup D-C Adapt Ident

Składniki kryterium jakósci Q(n)
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Sumaryczny bł̨ad w funkcji n (długósci zapamiętywanej
historii)
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Ilustracja działania
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1. Impulsator
jeżeli wej́sciem impulsatora jest u(t) to jego wyj́sciem jest

u∗(t) =
∞

n=0

u(nT )δ(t− nT )

u∗(t) jest ciągiem modulowanych impulsów Diraca: u(0)δ(t), u(T )δ(t− T ), u(2T )δ(t− 2T ),...

2. Ekstrapolator

jego wej́sciem jest ciąg impulsów Diraca u∗(t), a wyj́sciem — funkcja u(t) odcinkami stała

u(t) = u(nT ), dla t ∈ [nT, (n+ 1)T )

u(t) =
∞

n=0

u(nT ) [1(t− nT )− 1(t− (n + 1)T )]

U(s) =
1

s

∞

n=0

u(nT ) e−nsT − e−(n+1)sT =
1− e−sT

s

∞

n=0

u(nT )e−nsT

a ponieważ ∞
n=0 u(nT )e

−nsT = U∗(s), to

U(s) =
1− e−sT

s
U∗(s)

2



3. Obiekt ciągły z 2 impulsatorami synchronicznymi

( )K s
( )Y s*( )U s( )U s *( )Y s

y∗(t) =
∞

n=0

y(nT )δ(t− nT )

Oznaczmy

un = u(nT ) yn = y(nT )

Wyznaczamy transmitancję systemu (dyskretnego), który przekształca ciąg {un} w ciąg {yn}.

Y (s) = K(s)U∗(s)

y(t) =
t

0

k(t− τ )u∗(τ )dτ

y(t) =
n

i=0

u(iT )
nT

0

k(nT − τ )δ(τ − iT )dτ =
n

i=0

k ((n− i)T )u(iT )

System dyskretny ma zatem odpowied́z impulsową

kn = k(nT )

3



i odpowiednio transmitancję dyskretną
K(z) = Z {k(nT )}

Schemat postępowania
K(s)→ k(t)→ k(nT )→ Z {k(nT )} = K(z)

4. Obiekt ciągły sterowany przez impulsator z ekstrapolatorem

( )K s
( )Y s*( )U s( )U s *( )Y sE

( )U s

Y (s) = K(s)U(s) = H(s)U∗(s), gdzie H(s) =
1− e−sT

s
K(s)

L−1 {H(s)} = L−1 1

s
K(s) − L−1 1

s
K(s)e−sT = λ(t)− λ(t− T )

po zastosowaniu reguły o splocie można pokazác, że

yn =
n

i=0

(λn−i − λn−1−i)ui

system dyskretny ma zatem transmitancję

K(z) = Z(λn − λn−1) = Z(λn)− z−1Z(λn) = z − 1
z
Z {λ(nT )}

4



Schemat postępowania

1

s
K(s)→ λ(t)→ λ(nT )→ z − 1

z
Z {λ(nT )} = K(z)

5. Przykłady

K(s) = c→ k(t) = cδ(t)→ k(nT ) = cδ(nT )→ K(z) = cZ {δ(nT )} = c
→ λ(t) = c1(t)→ λ(nT ) = c→ K(z) = z−1

z cZ {1n} = cz−1z z
z−1 = c

K(s) = 1
s → k(t) = 1(t)→ k(nT ) = 1n → K(z) = Z {1n} = z

z−1
→ λ(t) = t→ λ(nT ) = nT → K(z) = z−1

z TZ {n} = z−1
z T

z
(z−1)2 =

T
z−1

K(s) = 1
s+1 → k(t) = e−t → k(nT ) = e−nT → K(z) = Z e−nT = z

z−e−T

→ λ(t) = 1 − e−t → λ(nT ) = 1n − nT → K(z) = z−1
z TZ {1n − nT} = z−1

z
z
z−1 − Tz

(z−1)2 =

z−1
z
z(z−1)−Tz
(z−1)2 = (z−1)−T

(z−1)

5

a
Dymek
UWAGA BŁĄD!!!
W tym miejscu zamiast -nT
powinno być exp(-nT)
itd.


Przepraszam,
G. Mzyk

a
Wiersz

a
Wiersz
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Sterowanie adaptacyjne
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)(0 ty OBIEKT
−

)(tyREGULATOR

PROGRAMOWANIE
NASTAW (tzw. zmienna

wiodąca))(tw

Adaptacja na podstawie zmiennej wiodącej
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)(0 ty OBIEKT
−

)(tyREGULATOR

IDENTYFIKACJA
OBIEKTU

)(tw

WYZNACZANIE 
OPTYMALNYCH 

NASTAW 
REGULATORA

cel sterowania

Pósrednia regulacja adaptacyjna
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)(0 ty OBIEKT
−

)(tyREGULATOR

IDENTYFIKACJA
OPTYMALNYCH
PARAMETRÓW
REGULATORA

)(tw

cel sterowania

Bezpósrednia regulacja adaptacyjna
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)(ky

)( 1−zS

)( 1−zT

)(
)(

1

1

−

−

zA
zB

−

)(
1

1−zR )(0 ky

)(ku

OBIEKT

Układ automatycznej regulacji
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Opis obiektu

A(z−1)yk = B(z−1)uk

A(z−1) = 1 + a1z
−1 + ... + anAz

−nA

B(z−1) = b0 + b1z
−1 + ... + bnBz

−nB

niestacjonarnóśc

a1(k), ..., anA(k), b0(k), b1(k), ..., bnB(k)

Opis regulatora

R(z−1)uk = −S(z−1)yk + T (z−1)y0,k

R(z−1) = r0 + r1z
−1 + ... + rnRz

−nR

S(z−1) = s0 + s1z
−1 + ... + snSz

−nS

T (z−1) = t0 + t1z
−1 + ... + tnTz

−nT

6



Etapy projektowania regulatora

1. Przy znajomósci modelu obiektu oraz przy zadanym celu regulacji
rozwiązác tzw. równanie diofantyczne

DE(A,B,C, F,G) = 0 (1)

wyliczając pomocnicze wielomiany F (z−1) i G(z−1). Postác równania (1)
zależy od typu obiektu i celu regulacji.

2. Na podstawie wielomianów F (z−1) i G(z−1) dokonác syntezy
regulatora, tzn. wyznaczýc R(z−1), S(z−1) i T (z−1).

7



Przykład — Regulacja adaptacyjna z lokowaniem biegunów
(ang. pole placement)

cel sterowania

y(k) =
B(z−1)eA(z−1)y0(k)eA(z−1) — wielomian o zadanych (znanych) współczynnikach lub

pierwiastkach
wzór na wielkóśc sterującą obiektu

u(k) =
A(z−1)eA(z−1)y0(k)

Dowód — patrz [Niederlínski,...]
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1. Przedmiot identyfikacji

System

( 1 )x
( 2 )x

( )sx

y*a

z

y = F ∗(x, z) = F (x, z,a∗), gdzie x =


x(1)

x(2)

:
x(s)

 — mierzone, a∗ =


a∗1
a∗2
:
a∗s

 — zestaw współczynników konkretyzujących F ()

F () — znane, a∗ — nieznane

informacja aprioryczna

F ∗ ∈ {F (x, z,a); a ∈ Rs}
istnieje dokładnie jedno a∗, takie że F ∗(x, z) = F (x, z,a∗) dla każdej pary (x, z) (identyfikowalnóśc)
informacja pomiarowa

{xk, yk}Nk=1
cel

znaléźc przepis Ψ() (algorytm identyfikacji)

Ψ(inf . aprioryczna, inf. pomiarowa) = aN ∼ a∗

2



założenia o zakłóceniach

jest addytywne, tj. y = F (x,a∗) + z
{zk}Nk=1 — ciąg i.i.d.

Ez = 0

varz < ∞
z,x — niezależne

natura procesów

z — losowe, x — deterministyczne lub losowe, y —losowe, aN —losowe

własnósci aN
— praktyczne: wartósci EaN [i] i varaN [i]

— asymptotyczne: fakt i typ zbieżnósci aN → a∗

2. Metoda najmniejszych kwadratów (Gauss 1809)

wskáznik teoretyczny oceniający jakóśc dopasowania

QJ(a) = E{y − F (x,a)}2 → min
a

QJ(a) = E{F (x,a∗) + z − F (x,a)}2 = E{[F (x,a∗)− F (x,a)]2 + 2[F (x,a∗)− F (x,a)]z + z2} =
= E{F (x,a∗)− F (x,a)}2 + varz

konkluzja

a∗ = argmin
a
QJ(a)

w praktyce nie jest możliwe obliczenie QJ(a) (brak znajomósci odpowiednich rozkładów), proponuje się estymację wartósci
oczekiwanej za pomocą wartósci średniej

eQJ,N(a) = 1

N

N[
k=1

{yk − F (xk,a)}2 → min
a

3



úsredniane składniki {yk − F (xk,a)}2 tworzą ciąg i.i.d., zatem na podstawie MPWL

eQJ,N(a) p.1→ QJ(a), gdy N →∞
pytanie: czy prawdziwe jest następujące wnioskowanie

eQJ,N(a) p.1→ QJ(a) =⇒ argmin
a
eQJ,N(a) p.1→ argmin

a
QJ(a)

odpowied́z: tylko wtedy, gdy

sup
a
( eQJ,N(a)−QJ(a)) p.1→ 0

3. Liniowy system statyczny MIMO

y = a∗Tx+ z = xTa∗ + z
yk = xTk a

∗ + zk, k = 1, 2, ..., N

opis macierzowo—wektorowy

XN =


xT1
xT2
:
xTN

 =

x
(1)
1 x

(2)
1 .. x

(s)
1

x
(1)
2 x

(2)
2 .. x

(s)
2

.. .. .. ..

x
(1)
N x

(2)
N .. x

(s)
N

 , YN =


y1
y2
:
yN

 , ZN =


z1
z2
:
zN


równanie pomiarów

YN = XNa
∗ + ZN

wektor wyj́śc modelu

Y N = XNa

4



empiryczne kryterium jakósci

QJ,N(a) =
N[
k=1

{yk − xTk a}2 = (YN −XNa)T (YN −XNa) = nYN −XNan22 = ... — kwadrat normy euklidesowej

... = (Y TN − aTXT
N)(YN −XNa) = Y TN YN − aTXT

NYN − Y TNXNa+ a2XT
NXN → min

a

gradient

∇aQJ,N(a) = −2XT
NYN + 2X

T
NXNa = 0

równanie normalne

XT
NXNa =X

T
NYN

dimXT
NXN = s× s, dimXT

NYN = s× 1, dima = s× 1

• kwestia isnienia rozwiązania
lincolXT

NXN = lincolX
T
N

• kwestia jednoznacznósci rozwiązania
detXT

NXN > 0 (9= 0)
inaczej rankXT

NXN = s (nieosobliwa)

Fakt: rankXT
NXN = rankX

T
N = rankXN .

Warunek jednoznacznósci: rankXN = s

1) N s — dostatecznie dużo pomiarów (warunek konieczny, ale nie wystarczający)
2) ẃsród N pomiarów musi się znaléźc s niezeleżnych liniowo wektorów
Gdy rankXN < s, wtedy rozwiązanie równania normalnego nie jest jednoznaczne.
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• kwestia nazwy równania (normalnóśc-prostopadłóśc)
XT
N(YN −XNa) = 0

XT
N(YN − Y N) = 0, gdzie Y N — wyj́scie modelu o parametrach a

XT
N = [col1x, col2x, ..., colsx]

Y N = a1col1x+ a2col2x+ ...+ ascolsx — liniowa kombinacja wektorów kolumnowych

wniosek : Y N ∈ lincolXT
N

natomiast w ogólnósci : YN /∈ lincolXT
N

col1x

col2x

YN

YN

XT
N(YN − Y N) = 0⇒ (colxi)

T (YN − Y N) = 0 dla każdego i = 1, 2, ..., s
wniosek: wektor różnicy YN − Y N jest prostopadły do każdej z kolumn colxi (rzut prostopadły jest ”najkrótszy”)

6



1. Identyfikacja liniowych systemów dynamicznych z czasem dyskretnym

xk + α1xk−1 + ...+ αnxk−n = β0uk + β1uk−1 + ...+ βmuk−m, (1)

gdzie wartósci rzędów n i m są znane.

Po wprowadzeniu operatora q = z−1 przesuwającego wstecz (tzn. qxk = xk−1, q2xk = xk−2 itd.) oraz wielomianów

A(q) = 1 + α1q + α2q
2 + ...+ αnq

n,

B(q) = β0 + β1q + ...+ βmq
m,

równanie (1) upraszcza się do postaci

A(q)xk = B(q)uk → xk =
B(q)

A(q)
uk.

2. Identyfikacja w warunkach bez zakłóceń pomiarowych

θ = (α1,α2, ...,αn,β0,β1, ...,βm)
T

rk = (−xk−1,−xk−2, ...,−xk−n, uk, uk−1, ..., uk−m)T ,

xk = r
T
k θ.

Nieznane parametry zawarte w wektorze θ identyfikuje się na podstawie par pomiarów (uk, xk).

Zapiszmy

RN =


rT1
rT2
:
:
rTN

 , XN =


x1
x2
:
:
xN

 .
2



XN = RNθ, (2)

RTNXN = R
T
NRNθ, (θ — niewiadome), (3)

warunek jednoznacznósci rozwiązania

detRTNRN 9= 0

rankRN = dim θ.

warunek konieczny

N ≥ dim θ. (4)

θ = (RTNRN)
−1RTNXN .

3. Identyfikacja w obecnósci zakłóceń pomiarowych

Cel: estymacja wektora parametrów θ = (α1,α2, ...,αn,β0,β1, ...,βm)
T na podstawie pomiarów we—wy {(uk, yk)}Nk=1, gdzie

yk = xk + εk. Do prawdziwego (niedostępnego dla pomiarów) wyj́scia obiektu xk dodają się przypadowe zakłócenia εk

• o zerowej wartósci oczekiwanej Eεk = 0,
• skończonej wariancji varεk <∞,
• niezależne od procesu wej́sciowego uk

Zapisujemy

xk = yk − εk =
B(q)

A(q)
uk / · A(q)

3



i otrzymujemy równanie różnicowe o zmiennych y i u

A(q)yk = B(q)uk + zk.

zk = A(q)εk = εk + α1εk−1 + α2εk−2 + ...+ αnεk−n,

zk nie jest szumem białym, gdyż jego autokorelacja dla |τ | ≤ n jest niezerowa
Ezkzk−τ 9= 0.

Po wprowadzeniu rzeczywistego regresora (uogólnionego wektora wej́śc)

φk = (−yk−1,−yk−2, ...,−yk−n, uk, uk−1, ..., uk−m)T

oraz macierzy uogólnionych wej́śc, wektora wyj́śc i zakłóceń

ΦN =


φT1
φT2
:
:

φTN

 , YN =


y1
y2
:
:
yN

 , ZN =


z1
z2
:
:
zN

 ,
równanie pomiarów przyjmuje postác

YN = ΦNθ + ZN ,

gdzie θ jest niewiadomym wektorem stałych parametrów, a ZN — nieznanym zakłóceniem losowym.

YN = ΦNθ — w ogólnósci sprzeczny

estymator metodą najmniejszych kwadratóweθ = (ΦTNΦN)−1ΦTNYN ,
4



błąd estymacji

∆ = eθ − θ = (ΦTNΦN)
−1ΦTNYN − θ =

= (ΦTNΦN)
−1ΦTNΦNθ + (Φ

T
NΦN)

−1ΦTNZN − θ =

= (
1

N
ΦTNΦN)

−1 1
N
ΦTNZN .

Ponieważ proces wyj́sciowy jest ergodyczny

1

N
ΦTNZN → Eφkzk = E



−yk−1
:

−yk−n
uk
uk−1
:

uk−m


zk

z prawdopodobieństwem 1, gdy N →∞. Skorelowanie procesu {zk} powoduje, że

Eφkzk =



−Eyk−1zk
:

−Eyk−nzk
0
0
:
0


9= 0

Zwiększanie liczby pomiarów nie doprowadzi nas do prawdziwych wartósci parametrów. W celu pokonania tej trudnósci,
stosuje się techniki oparte na filtracji zakłóceń lub tzw. metodę zmiennych instrumentalnych
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9.
Wersja rekurencyjna algorytmu najmniejszych kwadratów

1



wersja off-line (standardowa)

aN = (X
T
NXN)

−1XT
NYN

wersja on-line (rekurencyjna)

aN = f(aN−1, xN , yN) = aN−1 + δ(aN−1, xN , yN)

odwracana macierz (w wersji off-line)

XT
NXN =

N

k=1

xkx
T
k =

N−1

k=1

xkx
T
k + xNx

T
N = X

T
N−1XN−1 + xNx

T
N

oznaczmy

PN = (X
T
NXN)

−1

cov(aN) = PNσ
2
z

możemy zapisác

aN = PNX
T
NYN

aN−1 = PN−1XT
N−1YN−1

PN = P−1N−1 + xNx
T
N
−1
, gdzie P−1N−1 = X

T
N−1XN−1

Lemat 1 (o odwracaniu macierzy)

A+ uuT
−1
= A−1 − 1

1 + uTA−1u
A−1uuTA−1

2



Przyjmując A = P−1N−1 i u = xN otrzymujemy

PN = PN−1 − 1

1 + xTNPN−1xN
PN−1xNxTNPN−1 = PN−1 − κNPN−1xNxTNPN−1

gdzie κN =
1

1 + xTNPN−1xN

aN = PN−1 − κNPN−1xNxTNPN−1 XT
N−1YN−1 + xNyN =

= PN−1XT
N−1YN−1 + PN−1xNyN − [κNPN−1xN ](xTNPN−1XT

N−1YN−1 − xTNPN−1xNyN) =
= aN−1 + [κNPN−1xN ]{ 1κN yN − x

T
NaN−1 − xTNPN−1xNyN}

wstawiając

1

κN
= 1 + xTNPN−1xN

otrzymujemy

{...} = yN + xTNPN−1xNyN − xTNaN−1 − xTNPN−1xNyN = yN − xTNaN−1
wniosek

aN = aN−1 + κNPN−1xN(yN − xTNaN−1) (1)

PN = PN−1 − κNPN−1xNxTNPN−1 / · xN

PNxN = PN−1xN − κNPN−1xNxTNPN−1xN = κNPN−1xN{
1

κN
− xTNPN−1xN}

{...} = 1

PNxN = κNPN−1xN

3



wstawiamy do (1)

aN = aN−1 + PNxN(yN − xTNaN−1)
PN = PN−1 − PN−1xNx

T
NPN−1

1 + xTNPN−1xN

warunki początkowe

a0 = 0, P0 = diag[103 ÷ 105]

zaleta: algorytm pracuje bez odwracania macierzy
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Plan Modelowanie

Plan

Typowe modele
� liniowe obiekty statyczne typu MISO
� liniowe obiekty dynamiczne typu SISO (MA i ARMA)
Metoda najmniejszych kwadratów (LS)



Plan Modelowanie

Liniowy obiekt statyczny (1)

(1)x
(2)x

( )sx

y*a

z

Rysunek: Liniowy obiekt
statyczny typu MISO

a� =

26664
a�1
a�2
...
a�s

37775
Za÷o·zenia:

Ez = 0, varz < ∞
x (i ), z �niezale·zne

XN =

26664
xT1
xT2
...
xTN

37775 =
266664
x (1)1 x (2)1 .. x (s)1
x (1)2 x (2)2 .. x (s)2
...

...
...
...

x (1)N x (2)N .. x (s)N

377775



Plan Modelowanie

Liniowy obiekt statyczny (2)

YN =

26664
y1
y2
...
yN

37775, ZN =
26664
z1
z2
...
zN

37775
Równanie pomiarów

YN = XNa� + ZN

Model

YN (a) = XNa

Istota metody najmniejszych
kwadratów

YN �YN (a)

22 ! min

a

Równania normalne

XTNXNa = X
T
NYN

Warunek jednoznacznósci
rozwi ¾azania

rankXN = s

Estymator NK

baN= �XTNXN��1 XTNYN = X+NYN
baN p.1! a�, gdy N ! ∞



Plan Modelowanie

Liniowy obiekt dynamiczny typu MA(s) (1)

kyku kv
kε

)( 1−qB

Rysunek: Model MA

vk = b
�
0uk + ...+ b

�
s uk�s

yk = vk + εk

yk = b
�
0uk + ...+ b

�
s uk�s + zk

zk = εk



Plan Modelowanie

Liniowy obiekt dynamiczny typu MA(s)

ku

ky*b

kz
1ku −

k su −

Rysunek: Model MA

b� =

26664
b�0
b�1
...
b�s

37775
Za÷o·zenia:

Ez = 0, varz < ∞
fukg , fzkg �niezale·zne

ΦN =

26664
φT
1

φT
2

...
φT
N

37775 =
26664
u1 u0 .. u1�s
u2 u1 .. u2�s
...

...
...
...

uN uN�1 .. uN�s

37775
YN = ΦNb� + ZN bbN= �ΦT

NΦN

��1
ΦT
NYN



Plan Modelowanie

Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (1)

kyku ( )
( )

1

1

B q

A q

−

−

kv
kε

Rysunek: Model ARMA

vk = b
�
0uk + ...+ b

�
s uk�s + a

�
1vk�1 + ....+ a

�
pvk�p

yk = vk + εk

yk = b
�
0uk + ...+ b

�
s uk�s + a

�
1yk�1 + ....+ a

�
pyk�p + zk

zk = εk � a�1εk�1 � ...� a�pεk�p



Plan Modelowanie

Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (2)

ku

ky*θ

kz1ku −

k su −

1ky −

k py −

Rysunek: Model ARMA

θ� =

26666666666664

b�0
b�1
...
b�s
a�1
a�2
...
a�p

37777777777775
Ez = 0, varz < ∞
uk�i , zk �niezale·zne

yk�i , zk �zale·zne, gdy fzkg
jest procesem skorelowanym



Plan Modelowanie

Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (3)

ΦN =

26664
φT
1

φT
2

...
φT
N

37775 =
26664
u1 u0 � � � u1�s y0 y�1 � � � y1�p
u2 u1 � � � u2�s y1 y0 � � � y2�p
...

...
...

...
...

...
...

...
uN uN�1 � � � uN�s yN�1 yN�2 � � � yN�p

37775
YN = ΦN θ� + ZN bθN= �ΦT

NΦN

��1
ΦT
NYN



#08
Metody doboru nastaw regulatorów PID

1



1. Obiekty inercyjne wyższego rzędu (typ 1)

KO1(s) =
k

(T1s + 1)(T2s + 1)...(Tms + 1)

Aproksymator

K(1)
apr(s) =

ke−sτ

TZs + 1

2



2. Rzeczywiste układy całkujące (typ 2)

KO2(s) =
k

s(T1s + 1)(T2s + 1)...(Tms + 1)

Aproksymator

K(2)
apr(s) =

ke−sτ

s

3



3. Metody Zieglera-Nicholsa

I metoda Z-N

• uniwersalna (dla obiektów typu 1 i 2)
• przybliżona (wymagane jest wyznaczenie odpowiedzi skokowej i dokonanie aproksymacji obiektu)

Typ regulatora kp Ti Td
P 1/a ∞ 0
PI 0, 9/a 3τ 0
PID 1, 2/a 2τ τ/2

II metoda Z-N

• tylko dla obiektów, dla których linie pierwiastkowe przecinają ós urojoną jω
• dokładniejsza niż I, wymaga jednak doprowadzenia obiektu do granicy stabilnósci

Typ regulatora kp Ti Td
P 0, 5kP,kryt ∞ 0

PI 0, 45kP,kryt Tosc/1, 2 0

PID 0, 6kP,kryt Tosc/2 Tosc/8
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#09

Systemy o złożonej strukturze

1



•  system składa się z wielu elementów, obiekty (podsystemy) wchodzące w skład systemu są ze sobą 
połączone i wzajemnie od siebie zależne 

•  mogą wystąpić ograniczenia w dostępności pomiarowej sygnałów 

•  identyfikowalność pojedynczych obiektów prostych wchodzących w skład systemu nie implikuje iden-
tyfikowalności całego systemu (w szczególności, że identyfikowalność parametrów systemu złożone-
go w warunkach deterministycznych zależy m.in. od wartości parametrów poszczególnych obiektów 
(podsystemów), których nie znamy oraz od struktury połączeniowej systemu) 

•  ewentualne sprzężenia zwrotne przenoszą zakłócenia wyjściowe na wejścia 



Obiekt identyfikacji 

B1
A1

Bi
Ai

Bn
An

H

c1 ci cn

y1

yi

yn

δ1

δi

δn

u1

ui

un

ξ1

ξ i

ξn

 
( )y y yT

n
T T

= 1 ,...,   ( )u u uT
n
T T

= 1 ,...,   ( )c c cT
n
T T

= 1 ,...,  
 

( )A diag A An= 1,...,   ( )B diag B Bn= 1,...,  

( )H H HT
n
T T

= 1 ,...,  

( )δ δ δ= 1
T

n
T T

,...,  ( )ξ ξ ξ= 1
T

n
T T

,...,
 

Opis formalny systemu 
y A u B c
u H y

= + +
= +

ξ
δ  



Założenia 
 
Z1: macierz połączeń H (struktura systemu) jest znana; 
Z2: system jest dobrze określony, tzn. dla każdej wartości pobudzenia c i każdej wartości zakłóceń (δ, ξ) ist-

nieje dokładnie jedna wartość wyjścia y; 
Z3: wartości c i y w dowolnym momencie mogą być zmierzone; 
Z4: system przy braku zakłóceń byłby identyfikowalny; 
Z5: zakłócenia ξ i δ mają zerowe wartości oczekiwane i są niezależne od siebie oraz od pobudzeń c; 
Z6: wartości c, δ  i ξ są takie, że uogólniona macierz pobudzeń 

[ ]E e eN
N= 1,...,  

gdzie e = (cT, θT)T oraz θ = Aδ + ξ jest zagregowanym zakłóceniem przeniesionym na wyjście systemu, 
jest - dla N ≥ dim e - pełnego rzędu z prawdopodobieństwem 1, tj. rank EN = dim e. 

Cel 
odkrycie prawdziwych wartości współczynników w liniowych opisach każdego obiektu wchodzącego w 
skład systemu (zawartych w macierzach A i B) na podstawie pomiarów ck i yk (k=1..N) uzyskanych w ekspe-
rymencie. 
Opis kompaktowy (równania pomiarów) 

y K c G= + θ  
gdzie 

( )G I A H= − − 1    K G B=  



Estymacja metodą najmniejszych kwadratów 

( )V A B WiN i i iN iN= +, Θ  gdzie ( )ΘiN i i
N= θ θ1,...,  

( ),T T T
iN iN iNV W A B W W Wi iiN iN iN= + Θ  

( ) ( )A B V W W WiN iN iN iN
T

N iN
T

i, =
−1

 
gdzie 

[ ]V v viN i i
N= 1,...,    [ ]W w wiN i i

N= 1,...,  

w u ci
k

i
k T

i
k T T

= 





~ ,    ~u H vi
k

i
k=   vk jest wynikiem pomiaru wyjścia yk 

 

Przypadek 1) brak zakłóceń pomiarowych: vk=yk, 

Przypadek 2) obecność zakłóceń pomiarowych: vk=yk+ηk. 

Zasadnicza wada estymatora 

asymptotycznie obciążony 

( )lim , ( , )N i iiN iNA B A B→∞ ≠E  

przyczyna: występowanie strukturalnego sprzężenia zwrotnego w systemie, a co za tym idzie – skorelowa-
nie zachodzące pomiędzy zakłóceniami (zagregowanymi) θi, działającymi na wyjścia podsystemów, a wej-
ściami interakcyjnymi ui, które zależą od wyjść systemu. 



Metoda zmiennych instrumentalnych (Instrumental Variables) 

( ) ( )A B V WiN
IV

iN
IV

iN iN
T

iN iN
T, =

−
Ψ Ψ

1
 

 
W1: wymiarowość ΨiN jest identyczna jak wymiarowość macierzy WiN: 

[ ]ΨiN i i
N= ψ ψ1,...,  ψ ψ ψi

k
i
k T

i
k T T

= 



, ,2,1  

gdzie 
dim dim

dim dim
,

,2

ψ

ψ
i i

i i

u

c
1 =

=
 

W2: macierz WiNΨiN
T jest odwracalna (nieosobliwa); 

W3: elementy ψ1
i,1,...,ψN

i,1 i ψ1
i,2,...,ψ N

i,2 macierzy ΨiN  są asymptotycznie silnie skorelowane z wejściami 
zewnętrznymi c1, ... , cN; 

W4: elementy ψ1
i,1,...,ψ N

i,1 i ψ1
i,2,...,ψ N

i,2 macierzy ΨiN są asymptotycznie nieskorelowane z zakłóceniami 
θ1,..., θN działającymi na wyjścia podsystemów. 

Konstrukcja zmiennych pomocniczych 
Oznaczmy przez Li macierz formującą ΨiN z macierzy pobudzeń zewnętrznych systemu EN 

ΨiN i NL E=  
Postulat (względu na warunki W3 i W4 oraz niedostępność pomiarową wektora θ ) 

L
Ii
i

i
=










Γ 0
0  



Γi  jest macierzą o wymiarze dim ui × dim c, o której zakładamy, że jest pełnego rzędu 
Ii jest macierzą blokową o wymiarach dim ci × dim c, z jednostkowym i-tym blokiem kolumnowym: 

[ ]I Ii = 0 0 0 0,..., , , ,...,  

Własności asymptotyczne (przypadek braku zakłóceń pomiarowych) 

( ), / T
iNV A B Wi iiN iN iN= + Θ ⋅Ψ  

błąd estymacji 

( ) ( ) ( ) 1
, ,IV IV T TA B A B Wi iiN iN iN iN iN iN

−
− = Θ Ψ Ψ    ( )∆ Θ Ψ ΨN iN iN

T
iN iN

T
N N W=

−1 1 1
 

zapiszmy 

W F EiN i N=   ,gdzie  F
H K H G

Ii
i i

i
=








0  

na podstawie warunków W1÷W4 oraz mocnego prawa wielkich liczb otrzymujemy: 
[ ]1 1 0 0N piN iN

TΘ Ψ − →. :  

1 1 1

2
N W piN iN

T u
i

u c
i

c
i

c c
iΨ

Σ Σ

Σ Σ
− →

















.
~, ~,

, ,

ψ

ψ
 

gdzie Σi
x,y oznacza macierz korelacji wzajemnej pomiędzy wektorami losowymi xi i yi 

Wniosek 

( ) ( ), .1 ,IV IVA B p A Bi iiN iN − →  



Optymalna generacja zmiennych instrumentalnych 
 

||E{∆N
T∆N} ||2→min 

 

( )ψ

ψ

i
k

i
k k

i
k

i
k

i
k

u c c H Kc

c

,
*

,
*

|1

2

= = =

=

Ε
     k=1..N (9) 

Uwaga: macierz K jest nieznana 



Wyniki eksperymentów 
Porównanie błędów estymacji metodami NK i IV

dla elementów macierzy A.

Liczba pomiarów

R
  A,NK

R
  A,IV

 
Zależność średniego błędu identyfikacji
od wyboru zmiennych instrumentalnych.
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Przykład obiektu pracującego w systemie złożonym

1



1. Reaktor o idealnym zmieszaniu
Wielkósci wej́sciowe:

FA [kg/s] — natężenie dopływu materiału A o temperaturze TA
FB [kg/s] — natężenie dopływu materiału B o temperaturze TB
H [J/s] — strumień energii cieplnej

Wielkóśc wyj́sciowa:

FD [kg/s] — strumień materiału wypływającego z reaktora

Jako współrzędne stanu przyjmujemy:

W [kg] — załadowanie reaktora

CA [−] — stężenie składnika A w reaktorze
T [K] — temparatura mieszaniny w reaktorze

Ograniczenia:

0 W Wmax, gdzie Wmax — pojemnóśc reaktora

T Tmax, gdzie Tmax — maksymalna dopuszczalna temperatura

2



Ułożenie równań stanu (zmienne stanu to W , CA i T ):

dW

dt
= FA + FB − FD — ogólny bilans masy

d(WCA)

dt
= FA − CAFD −WCAk(T ) — bilans masy dla składnika A

d(cWT )

dt
= cFATA + cFBTB − cFDT +H − hWCAk(T )

gdzie

k(T ) — stała prędkósci reakcji

c [J/kgK] — ciepło włásciwe (identyczne dla wszystkich substancji)

h [J/kg] — ciepło reakcji

Ze wzoru na pochodną iloczynu mamy:

d(WCA)

dt
=W

dCA
dt

+ CA
dW

dt

3



Równania stanu

dW

dt
= FA + FB − FD

dCA
dt

=
1− CA
W

FA − CA
W
FB − CAk(T )

dT

dt
=
TA − T
W

FA +
TB − T
W

FB +
H

cW
− hCAk(T )

c

4
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System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Plan wykładu
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System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Opis systemu

1u

1y

nuiu

11,BA

nn BA ,

ii BA ,

H

ny

iy
1x

nx

ix

1
i

n

1

i

n

System złożony



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Opis systemu

yi = Aixi + Biui + ξ i (i = 1, 2, ..., n),

u = (u1, u2, ..., un)
T

x = (x1, x2, ..., xn)
T

y = (y1, y2, ..., yn)
T

xi = Hiy + δi



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Opis systemu

A = diag(A1,A2, ...,An)

B = diag(B1,B2, ...,Bn)

H =
(
HT1 ,H

T
2 , ...,H

T
n

)T
{
y = Ax + Bu + ξ
x = Hy + δ



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Przykład —system kaskadowy

1u
2u

11,BA 22,BA
3y

12 yx 

33, BA

3u

23 yx 1x

System kaskadowy

H =

 0 0 0
I 0 0
0 I 0





System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Identyfikowalnóśc
System kaskadowy

Twierdzenie
Element i-ty jest identyfikowalny w złożonym systemie
kaskadowym wtedy i tylko wtedy, gdy spełniony jest warunek

rank [Ai−1Ai−2...A1, Ai−1Ai−2...B1, ..., Ai−1Bi−2, Bi−1] = dim xi

[Hasiewicz, Int. J. Sys. Sci., 1987]



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Identyfikowalnóśc
System o dowolnej strukturze poł̨aczeń

Twierdzenie
Element i-ty jest identyfikowalny w złożonym systemie o dowolnej
strukturze poł̨aczén wtedy i tylko wtedy, gdy spełniony jest warunek

rankHi
[
K (1), ...,K (i−1),K (i+1), ...,K (n)

]
= dim xi ,

gdzie K (i ) oznacza i-ty blok kolumnowy macierzy K.

[Hasiewicz, Int. J. Sys. Sci., 1987]



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Metoda najmniejszych kwadratów

YiN = [y (1)i , y (2)i , ..., y (N )i ]

WiN = [w (1)i ,w (2)i , ...,w (N )i ]

wi = (xi , ui )
T

YiN = (Ai ,Bi )WiN + ξ i

w̃i = (x̃i , ui )
T , x̃i = Hiy = xi − δi

W̃iN = [w̃
(1)
i , w̃ (2)i , ..., w̃ (N )i ]

(Âl .s .i , B̂ l .s .i ) = YiNW̃
T
iN

(
W̃iNW̃

T
iN

)−1



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Metoda zmiennych instrumentalnych

(Âl .s .i , B̂ l .s .i ) = YiNW̃
T
iN

(
W̃iNW̃

T
iN

)−1
(Âi .v .i , B̂ i .v .i ) = YiNΨT

iN

(
W̃ T
iNΨT

iN

)−1
,

W̃iN = [w̃ (1)i , w̃ (2)i , ..., w̃ (N )i ]

ΨiN = [ψ
(1)
i ,ψ

(2)
i , ...,ψ

(N )
i ]

ψ
(k )
i =

(
ψ
(k )
i ,1 ,ψ

(k )
i ,2

)T
.

optymalne instrumenty

ψ∗i = w i = (x i , ui )
T , x i = E (xi |u) = HiKu



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Podej́scie globalne

{
y = Ax + Bu + ξ
x = Hy + δ

y = A (Hy + δ) + Bu + ξ,

(I − AH) y = Bu + Aδ+ ξ,

y = Ku + Gθ

K = (I − AH)−1B
przepis na sterowanie

u = K−1yż



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Podej́scie lokalne

decyzja lokalna o sterowaniu ui (balansowanie)

yż ,i = aixi + biui

xi = Hiyż

przepis na sterowanie

ui =
yż ,i − aiHiyż

bi



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Funkcja celu i ograniczenia

ograniczenia

(ui , xi ) ∈ Ci

∑
i
ri (ui , xi ) ≤ r0

lokalna funkcja celu
Qi (ui , xi )

globalny wskáznik jakósci

Q = ψ(Q1,Q2, ...,Qn)

ψ() —funkcja zachowująca porządek

np. Q = ∑
i
Qi



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Dwupoziomowa optymalizacja (dekompozycja zadania
optymalizacji)

u =
(
u(1), u(2)

)
u(1) —zmienne górnego poziomu (tzw. koordunujące)

u(2) —zmienne dolnego poziomu

max
u
Q(u) = max

u(1)

{
max
u(2)

Q
(
u(1), u(2)

)}



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Procedury koordynacji
Metoda bezpósrednia

warstwa górna

Q = ψ (Q1(yd ,rd1), ...,Qn(yd ,rdn ))→ max
yd ,rd

∑
i
rdi ≤ r0

warstwa dolna

Qi (ui , xi ) → max
ui

xi = Hiyd , (ui , xi ) ∈ Ci , ri ≤ rdi
problem: dla pewnych (yd , rd ), zadanie dolnego poziomu może nie
miéc rozwiązania

(yd , rd ) ∈ YR
zbiór YR —tudny do wyznaczenia (zależy od ograniczeń i struktury
systemu)



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Procedury koordynacji
Metoda kar

warstwa górna

Q = ψ
(
Q1(yd ,rd1), ...,Qn(yd ,rdn )

)
→ max

yd ,rd

warstwa dolna

Q i = Qi (ui , xi )−K (yi − ydi )→ max
ui



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Procedury koordynacji
Metoda cen

warstwa górna

φ(λ) = ∑
i
Qi (ui (λ), xi (λ)) + 〈λ, x(λ)−Hy(λ)〉 → min

λ

warstwa dolna

Q̃ = Qi (ui , xi ) + 〈λi , ui 〉 − 〈µi , yi 〉 → min
ui



System Identyfikowalnóśc Metody identyfikacji Sterowanie Podsumowanie

Uogólnienia
Systemy nieliniowe

iu

iy
iw

 i   in

j

i

j 0

)(




 i   ip

j

i

j 0

)(




iw'

iv

iv '

ix

()iF

iu

iy

ix

Blok typu Hammersteina

*

()g

nX

nV
nZ

nY

*
nU

Blok typu Wienera
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Problem Dekompozycja Przykład

Zadania związane

zadanie pierwotne

znaléźc û ∈ U :

Q(û) ≥ Q(u) (1)

dla każdego u ∈ U, gdzie U jest zbiorem wartósci dopuszczalnych
u —wektor zmiennych decyzyjnych (sterowań)

zadanie związane (ozn.)
znaléźc ŵ ∈ W :

P(ŵ) ≥ P(w) (2)

dla kazdego w ∈ W



Problem Dekompozycja Przykład

Zadania związane

Użycie rozwiązania zadania (2) do okreslenia rozwiązania zadania
(1) jest możliwe gdy:

rozwiązanie ŵ zadania (2) istnieje ⇔ istnieje rozwiązanie û
zadania (1)

istnieje odwzorowanie ϕ : W → U, takie że û = ϕ(ŵ)



Problem Dekompozycja Przykład

Zbiory douszczalne

U = {u : g ′(u) ≤ 0, g ′′(u) = 0}

W = {w : h′(w) ≤ 0, h′′(w) = 0}

Twierdzenie
Jeżeli

h′ = g ′ ◦ ϕ h′′ = g ′′ ◦ ϕ P = Q ◦ ϕ

to zadanie (2) jest związane z zadaniem (1) oraz û = ϕ(ŵ).



Problem Dekompozycja Przykład

Dekompozycja

P(w)→ max
w

w = (v ,m)

max
w
P(w) = max

v ,m
P(v ,m) = max

v

[
max
m
P(v ,m)

]
optymalizacja w [] odbywa się przy ustalonym v (zadanym z góry)
v - zmienne decyzyjne górnego poziomu, tzw. zmienne
koordynujace
odpowiedni dobór zm. v —tzw. koordynacja
Na poziomie dolnym staramy się dokonác dekompozycji

m = (m1,m2, ...,mn)

i rozwiązywác zadania czę́sciowe równolegle.



Problem Dekompozycja Przykład

Zbiór dopuszczalny



Problem Dekompozycja Przykład

Zadanie dolnego poziomu

dla danego v ∈ V znaléźc m̂(v) ∈ Mv takie że dla każdego
m ∈ Mv zachodzi

P(v , m̂(v)) ≥ P(v ,m)



Problem Dekompozycja Przykład

Zbiór dopuszczalny



Problem Dekompozycja Przykład

Zadanie górnego poziomu

znaléźc v̂ ∈ V0 takie że dla każdego v ∈ V0 zachodzi

P(v̂ , m̂(v̂)) ≥ P(v , m̂(v))



Problem Dekompozycja Przykład

Przykład

zminimalizowác funkcję

Q(u) = (u1 − 4)2 + (u2 − 4)2 → min
u

przy ograniczeniach

g1(u) = u21 + u
2
2 − α2e2u3 ≤ 0

g2(u) = |u3| − 1 ≤ 0
|α| ≤ 1



Problem Dekompozycja Przykład

konstrukcja zadania związanego
funkcja ϕ

u1 = w2
u2 = w3

u3 = lnw1



Problem Dekompozycja Przykład

złożenie P = Q ◦ ϕ

P(w) = (w2 − 4)2 + (w3 − 4)2

ograniczenia

h1(w) = w22 + w
2
3 − α2w21 ≤ 0

h2(w) = |lnw1| − 1 ≤ 0



Problem Dekompozycja Przykład

rozbicie problemu na dwa poziomy

v = w1 m1 = w2 m2 = w3

zbiory dopuszczalne

V =

{
v :

1
e
≤ v ≤ e

}
Mv =

{
m : m21 +m

2
2 ≤ α2v2

}



Problem Dekompozycja Przykład

zadanie dolnego poziomu

P(v ,m1,m2) = (m1 − 4)2 + (m2 − 4)2 → min
m1,m2

przy ograniczeniu
m21 +m

2
2 ≤ α2v2

rozwiązanie

m̂1(v) =

√
2
2

αv m̂2(v) =

√
2
2

αv



Problem Dekompozycja Przykład

zadanie górnego poziomu

min
v
P (v , m̂(v)) = min

v
2

(√
2
2

αv − 4
)2

przy ograniczeniu
1
e
≤ v ≤ e

rozwiązanie
v̂ = e



Problem Dekompozycja Przykład

powrót do zadania pierwotnego

û = ϕ (ŵ)

u1 = m̂1 (v̂) =

√
2
2

αe

u2 = m̂2 (v̂) =

√
2
2

αe

u3 = ln v̂ = 1



Problem Dekompozycja Przykład
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Podstawy teorii decyzji

1



1. Podstawowe pojęcia

Parametr generowany przez przyrodę —θ (np. wielkóśc jutrzejszych opadów deszczu, wynik losowania itp.)

Znana funkcja gęstósci prawdopodobieństwa f(θ)

Musimy podją́c decyzję d co to wartósci, jaką uzyska θ.

Funkcja strat (ang. loss function) —okrésla, jaki koszt poniesiemy, gdy podejmiemy decyzję d, a prawdziwy parametr
będzie miałwartóśc θ. Przykłady takich funkcji:

L(d, θ) = |d− θ|
L(d, θ) = (d− θ)2

L(d, θ) = −δ (d− θ)

Ryzyko (ang. risk) —wartóśc oczekiwana funkcji strat

R(d) = EL(d, θ) =

∫
L(d, θ)f(θ)dθ

2. Kwadratowa funkcja strat

R(d) = EL(d, θ) = E (d− θ)2 = E(d2 − 2dθ + θ2) =

= d2 − 2dEθ + Eθ2

∂R(d)

∂d
= 2d− 2Eθ, zatem ∂R(d)

∂d
= 0 dla d = Eθ

d∗ = Eθ optymalną decyzją jest wartóśc oczekiwana parametru θ

3. Funkcja strat typu moduł

oznaczmy F (θ) =
∫ θ
−∞ f(θ)dθ

2



R(d) = EL(d, θ) = E |d− θ| =
∫ d

−∞
(d− θ)f(θ)dθ −

∫ ∞
d

(d− θ)f(θ)dθ =

= d

[∫ d

−∞
f(θ)dθ −

∫ ∞
d

f(θ)dθ

]
−
[∫ d

−∞
θf(θ)dθ −

∫ ∞
d

θf(θ)dθ

]
różniczkujemy po d

∂R(d)

∂d
= 1·[F (d)− (1− F (d))] + d[f(d) + f(d)]− [df(d)− (−df(d))] =

= 2F (d)− 1, zatem decyzja jest optymalna gdy F (d) =
1

2
(mediana)

korzystalísmy z definicji pochodnej

(∫ d

−∞
θf(θ)dθ

)′
= lim

h→0

∫ d+h
−∞ θf(θ)dθ −

∫ d
−∞ θf(θ)dθ

h
= lim

h→0

∫ d+h
d θf(θ)dθ

h
=

= lim
h→0

hdf(d)

h
= df(d)

4. Funkcja strat typu delta

R(d) = EL(d, θ) = −Eδ (d− θ) = −
∫ ∞
−∞

δ (d− θ) f(θ)dθ = f(d)

f(d) → max
d

najlepszą decyzją jest parametr najbardziej prawdopodobny

3



5. Przykładowa gra

Podajemy liczbę d, automat losuje liczbę θ z następującego rozkładu

θ =


0, z prawdopodobieństwem 1

3

1, z prawdopodobieństwem 1
3

5, z prawdopodobieństwem 1
3

Gra 1) gdy musimy zapłacíc |d− θ| złotych
najlepszą decyzją (minimalizującą ryzyko) jest mediana zmiennej θ, czyli d∗ = 1, wtedy

R(d∗) = E |d− θ| = 1zł· 1
3
+ 0zł· 1

3
+ 4zł· 1

3
= średnio 1.66zł(mniej nie można)

Gra 2) musimy zapłacíc (d− θ)2 złotych
teraz najlepszą decyzją (minimalizującą ryzyko) jest wartóśc oczekiwana zmiennej θ, czyli d∗ = 2, wtedy

R(d∗) = E(d− θ)2 = 4zł· 1
3
+ 1zł· 1

3
+ 9zł· 1

3
= średnio 4.66zł(mniej nie można)

Gra 3) jésli trafimy —wygrywamy dom i samochód

należy podją́c decyzję d = 0, d = 1 lub d = 5, wszystkie zdarzenia θ = 0, θ = 1 i θ = 5 są tak samo ("najbardziej")
prawdopodobne, inne decyzje wykluczają szansę na wygraną

4



1 Sterowanie wielopoziomowe

� warstwa adaptacji � umo·zliwia uwzgl¾ednienie niestacjonarnósci procesu,
tzn. zmiany jego parametrów z up÷ywem czasu

� warstwa optymalizacji � generuje optymalny (technologicznie), ·z ¾adany
przebieg procesu y _z(t)

� warstwa sterowania bezpósredniego �realizuje klasyczne zadanie regulacji
zde�niowane przez warstwy nadrz¾edne

Przyk÷ad: Samochód rajdowy, kierowca, pilot.
Pilot (warstwa optymalizacji) jako znawca trasy podaje pr ¾edkóśc z jak ¾a nale·zy

wej́śc w zakr ¾et, uwzgl ¾edniaj ¾ac warunki pogodowe (adaptacja). Kierowca (sterowanie
bezpósrednie) bezkrytycznie realizuje polecenia pilota (warstwa nadrz ¾edna).
Problem sterowania zosta÷zdekomponowany (pilot nie musi posiadác prawa

jazdy, kierowca nie musi znác trasy).
Pilot, jako warstwa nadrz ¾edna, jest wa·zniejszy (b÷¾edna decyzja mo·ze spowodowác

wypadek).
[ew. rysunek]

2 Nad ¾a·znóśc

Niech sygna÷zadaj ¾acy b¾edzie wielomianem stopnia r

y _z(t) = a0 + a1t+ a2t
2:::+ art

r

Niech uk÷ad otwarty (stabilnego uk÷adu regulacji) ma h biegunów zerowych

Kotw(s) =
Lotw(s)

Motw(s)
=

Lotw(s)

shNotw(s)

Wtedy

h > r "(t)! 0
h = r "(t)! "ust
h < r j"(t)j ! 1

3 Obiekty niestacjonarne

ich parametry ulegaj ¾a zmianie w czasie (np. temperatura silnika samochodu -
pierwsze kilka minut po uruchomieniu, masa samolotu �spalanie paliwa, mo·zli-
wósci cz÷owieka �wiek)
Przyk÷ad

K(s) =
1

Ts+ 1
, gdzie T zmienia si¾e w czasie

1
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4 Odpornóśc

Struktura typu MFC (ang. Model Following Control) [́zród÷o: http://www.bitermo.com.pl/art/art1.php]
MFC/IMC

4
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1 J ¾adrowy sposób konstruowania regulatora nielin-
iowego, tablice sterowań (look-up tables)

Wiedza uzyskana od ekspertów:
Gdy uchyb jest równy "1 to sterowanie powinno býc u1.
Gdy uchyb jest równy "2 to sterowanie powinno býc u2.
.
.
.
Gdy uchyb jest równy "N to sterowanie powinno býc uN .
Wiedza wst¾epna �zbiór N par:

f("k; uk)gNk=1

Chodzi o skonstruowanie funkcji u = f("), która mo·zliwie dobrze przybli·za
to, co powiedzieli eksperci.

2 Estymator j ¾adrowy

bf(") = PN
k=1 ukK(

"�"k
h(N) )PN

k=1K(
"�"k
h(N) )

K() �funkcja j ¾adra, o du·zych wartósciach w pobli·zu zera, tzn. selekcjonuj ¾aca
punkty "k bliskie argumentowi ".
h(N) �parametr strojenia (wyg÷adzania), taki ·ze h(N)! 0 i Nh(N)!1,

gdy Nh(N)!1
Uwaga: nie zak÷adamy, znajomósci postaci (wzoru) funkcji f().

3 Metoda post¾epowania

etap 1) akwizycja danych (s÷uchamy ekspertów)
etap 2) obliczamy bf(") w kilku ró·znych punktach " (kilku, lub wi¾ecej w

zale·znósci od zastosowań)
etap 3) interpolujemy ("÷¾aczymy" uzyskane punkty)

4 Wersja dwuwymiarowa

oprócz uchybu " dysponujemy jego pochodn ¾a "
0
:

Gdy uchyb ma wartóśc "1, a jego pochodna "
0

1 to sterowanie powinno býc u1.
itd.
.
.

1



bf("; "0) =
PN

k=1 ukK

0BB@







24 "

"
0

35�
24 "k
"
0

k

35






h(N)

1CCA
PN

k=1K

0BB@







24 "

"
0

35�
24 "k
"
0

k

35






h(N)

1CCA
gdzie kk �norma wektora (ep. euklidesowa)
Uwaga: Dla przypadku dwuwymiarowego musi zachodzíc warunekNh2(N)!

1.
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ii

0.1 Specyfika układów nieliniowych

Nieliniowe równanie różniczkowe

F (y(n), y(n−1), .., y, x(m−1), ..., x, t) = 0.

Układ nieliniowy pobudzony sygnałem sinusoidalnym sinωt, w przeciwień-
stwie do układu liniowego, daje na wyj́sciu dodatkowe składowe harmon-
iczne o innych (wyższych) pulsacjach niż pulsacja podstawowa ω.

FIGURE 1. Obserwacja widm procesów wyj́sciowych elementów nieliniowych

Nie ma zastosowania transformacja Laplace’a
Bardziej złożone struktury poł̨aczeń (np. z dodatnim sprzężeniem zwrot-

nym) mogą prowadzíc do niejednoznacznej charakterystyki zastępczej (tzw.
histerezy)

Przykład praktyczny.

u =

{
1 (zawór otwarty), gdy y(t) < y0(t) (jest za zimno);
0 (zawór zamknięty), gdy y(t) ≥ y0(t) (jest wystarczająco ciepło).

0.2 Metoda funkcji opisującej

Polega na przybliżeniu elementu nieliniowego jego opisem liniowym, a następ-
nie zastosowaniu znanych narzędzi analizy systemów liniowych.

u(t) = A sinωt



0.2 Metoda funkcji opisującej iii

FIGURE 2. Charakterystyka statyczna termostatu

y(t) = a0 +

∞∑
k=0

(bk sin kωt+ ck cos kωt),

a0, bk i ck są stałymi współczynnikami, zależnym od charakterystyki nielin-
iowej i amplitudy A sygnału wej́scioweg

y1(t) = b1 sinωt+ c1 cosωt ≈ y(t)

„transmitancja”zwana funkcją opisującą

J(s) =
Y1(s)

U(s)
=
b1 + jc1

A
.

przykłady [Wiszniewski 2000]

0( )y t ( )y t
( )OK s

_

+

( )y t

( )tε ( )u t
)(AJ

FIGURE 3. UAR z regulatorem nieliniowym

"Równanie charakterystyczne"

1 + J(A)KO(jω) = 0,



iv

TABLE 1. Funkcje opisujące popularnych elementów nieliniowych

Charakterystyka f(x) Funkcja opisująca dla x(t) = A sinωt

f(x) = max {kx,B} J(A) = 2k
π

(
arcsin B

Ak +
B
Ak

(
1−

(
B
Ak

)2) 1
2

)
f(x) =

{
B, dla x > 0
−B, dla x < 0 J(A) = 4B

πA

f(x) =

 0, dla |x| < a
B, dla x > a
−B, dla x < −a

J(A) = 4B
πA

(
1−

(
a
A

)2) 1
2

cykl graniczny

KO(jω) = −
1

J(A)
.

Krzywa na płaszczýznie zespolonej o współrzędnych (Re[− 1
J(A) ], Im[−

1
J(A) ])

okrésla granicę między stabilnóscią i niestabilnóscią systemu (odpowiednik
punktu (−1, j0) w kryterium Nyquista).
Przykład [Wiszniewski, 2000]
Obiekt

KO(s) =
1

s(s+ 1)(s+ 1)

regulator

u = B · sgn(ε).

Można pokazác, że

J(A) =
4B

πA
.

Rozwiązujemy

− 1

J(A)
= KO(jω),

poprzez porównanie czę́sci rzeczywistych i urojonych jego obu stron i otrzy-
mujemy

ω = 1 i A =
2B

π
.

W układzie powstaną więc drgania okresowe o amplitudzie A = 2B/π
i pulsacji ω = 1.



0.3 Model systemu nieliniowego w postaci szeregu Volterry v

FIGURE 4. Układ z przekáznikiem dwupołożeniowym

FIGURE 5. Przebieg wyj́scia obiektu y(t) (gdzie A ≈ 2/π, ω ≈ 1)

0.3 Model systemu nieliniowego w postaci szeregu
Volterry

y(t) = h(0) +

∫
R

h(1)(τ1)x(t− τ1)dτ1 +

+

∫
R

h(2)(τ1, τ2)x(t− τ1)x(t− τ2)dτ1dτ2 +

+

∫
R

h(3)(τ1, τ2, τ3)x(t− τ1)x(t− τ2)x(t− τ3)dτ1dτ2dτ2 + ...



vi

0.4 Modele Hammersteina i Wienera

 s
jj 0

()ku kw
kz

ky

FIGURE 6. Hammerstein system

 p

jj 0
 ()ku kv

kz

ky

FIGURE 7. Wiener system
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