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Opis ukladéw wielowymiarowych za pomoca macierzy
transmitancji

402

Opis dynamiki ukiadu metoda zmiennych stanu



Metody opisu liniowego ukladu dynamicznego
7 czasem ciaglym

e liniowe ré6wnanie rézniczkowe rzedu m, (zaktadamy ze: a,, # 0,
| < m, dodatkowo u(t) =0 dla t < 0)

d"™y(t) d™ Ly (t) dy(t)
amdt—m + Qyp—1 dtm_ll + ...+ &1l C{t + aoy(t) —
d'u(t) d' ™ u(t) du(t)
=D b .. +b bou(t
o T e b ()
z warunkiem poczatkowym (razem m liczb)
dy(t) A" ly(t)
yO0=)  —Fl=0-) —n—T | t=(0-)

Przyklad réwnania rzedu m = 1 1 odp. warunku poczatkowego

3y (t) + 2y(t) = Tu(t), y(0—) = 10



e charakterystyka impulsowa k(t) (tzw. odpowiedZz impulsowa), czyli
postac y(t) przy u(t) = o(t) i zerowym WP
Przykiad odpowiedzi skokowe]

k(t) =e
Uwaga. Gdy WP rzeczywiscie jest zerowy, wtedy sygnal wyjsciowy jest

splotem wejScia 1 charakterystyki impulsowe]

y(t) = u(t) x k(t) = /OOO u(t — 7)k(T)dr

Gdy tak nie jest, dochodzi sktadowa zalezna od WP.

e charakterystyka skokowa \(t) (tzw. odpowiedz skokowa), czyli postac
y(t) przy u(t) = 1(t) i zerowym WP
Przykiad odpowiedzi skokowe]

A(t) = 3t



e transmitancja

K(s) = L{k(t)} = /O k(e st —

blsl + ...+ b1s+ by
ams" + ... +a1s + ag

Uwaga. Gdy warunek poczatkowy jest zerowy, wtedy Y (s) = K(s)U(s)
(tylko wtedy!!!).

e rownanie stanu

y(t) = c'x(t)

u(t), y(t) — wejscie i wyjscie obiektu (skalarne)
x(t) — wektor stanu (kolumna, k£ elementéw zmieniajacych sie w czasie)
A — macierz parametrow, kwadratowa £ X k

{ x'(t) = Ax(t) + bu(t)

b, ¢ — wektory parametréw (kolumny k-elementowe)

Uwaga. K(s) =c!(sI—A)~1b



Uklady wielowymiarowe (MIMO)

y1(t)
v = |1,
1)
x (t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

A — macierz o wymiarach r X r

B — macierz o wymiarach r x p

C — macierz o wymiarach g X r

Macierz transmitancji
K(s)=C(sI— A)"'B
K(s) — macierz o wymiarach g x p




Ky 1(s) Ky(s) ... Kqp(s)
K(S) _ KjZ,l(S) K2,2(5>
K9 - Kyls)
Przy zerowych WP
Y (s) = K(s)U(s); Yi(s) = Ki j(s)Uj(s); 1=1,2,...,¢,
j=1
gdzie ] ) ] )
Uy (s) Yi(s)
U(s) = UQ(S) oraz Y (s) = Y2<S)
| Up(s) | | Yo(s)

K; j(s) — transmitancja, okreslajgcg wptyw j-tego wejscia uktadu na i-te
wyjscie
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Sterowalnos¢ i obserwowalnos¢ ukltadéw liniowych



Sterowalnosc

Definicja. Uklad nazywamy sterowalnym, jezeli istnieje t* takie, e dla
kazdej pary standw (x',x*) istnieje sterowanie u(t) przeprowadzajace ten
uktad ze stanu poczatkowego x(0) = xV do stanu kofrcowego x(t*) = x*.

Twierdzenie. Ukiad jest sterowalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz
S = [b, Ab, A%Db, ... AF " 1p]
jest petnego rzedu, tj. gdy rankS = k.



Obserwowalnosc

Definicja. Ukiad nazywamy obserwowalnym, jezeli przy dowolnym ste-
rowaniu u(t) istnieje skonczona chwila ty., po ktorej, na podstawie sygnatow
u(t) 1 y(t) w przedziale czasu od ty do tj., moina wyznaczyc stan uktadu
x(tg) w dowolnej chwili poczgtkowej t.

Twierdzenie. Ukiad jest obserwowalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz

Q=

CTAk—l

jest petnego rzedu, tj. gdy rankQ = k.



Macierze podobne

Definicja. Macierze A i B nazywamy podobnyma, jezeli istnieje taka
macierz T, Ze

B = TAT !

Wlasnosc. Macierze podobne maja takie same:
— wielomiany charakterystyczne

— wartosct wiasne

— wektory wtasne

— wyznaczniki

— Slady



Opisy ro6wnowazne

x'(t) = Ax(t) + bu(t) . . g T
{ y(t) = cTx(t) — opisuje go tréjka (A, b, c") (1)
x(t) — wektor stanu
Podstawmy v = Tx
v/(t) = TAT 'v(t) + Tbu(t) - ten sam system opisuje 2)
y(t) = ! T v(t) tréjka (TAT !, Th, ¢! T~ 1)

v(t) — wektor stanu

Definicja. Opisy (1) @ (2) nazywamy réwnowaznyma.



Postacie kanoniczne

Twierdzenie. Kazdy system sterowalny ma opis rounowazny, w ktorym

0 1 0
0 I : .
1 _ : _
TAT = T = 0 | oraz Thbh = 0
| —ap —ap o —Qp_q 1]

ag, ai, ..., ap_1 — wspotczynniki wiel. charakterystycznego macierzy A



Postacie kanoniczne (c.d.)

Twierdzenie. Kazdy system obserwowalny ma opis rownowazny, w ktorym

0 1
TAT ' = | | o oraz T '=[10-.- 0]
—ag —ap o —apq_

ag, ai, ..., a1 — wspotczynniki wiel. charakterystycznego macierzy A
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Uklady ze sprzezeniem zwrotnym, przesuwanie biegunow



Statyczne sprzezenie zwrotne od wyjScia

X'= AX+bu
V G u T Y,
y=C' X
=

u = —Fy+Gv:—FcT:z:+Gv
R ASC+b(—FCTQZ+GU> = (A—chT)a:+va

Opis ukladu zamknietego (o wejsciu v)

v = A.x + B y==cx

gdzie
A, =A—bFc!, B, = bG



Sformulowanie zadania przesuwania biegunéw za pomoca
sprzezenia zwrotnego od wyjscia

Dane sg A, b i c oraz pozadany wielomian charakterystyczny ukladu zamknietego
wo(s) = "+ dp_18" .+ dys + dy
Wyznaczy¢ macierz F' taka, ze

det (sI — A,) = det (3[ — A+ chT) = w,($)



Statyczne sprzezenie zwrotne od stanu

X'= AX+bu
VH G > u.,l . —y>
_ y=c'X
L X
K <«—
uw=—Kz+ Gv

' = Az +b(—Kz+ Gv) = (A — bK) x + bGv

Opis ukladu zamknietego (o wejsciu v)

© = A.x + B y = L'z

gdzie



Sformulowanie zadania przesuwania biegunéw za pomoca
sprzezenia zwrotnego od stanu

Dane sa A i c oraz pozadany wielomian charakterystyczny uktadu zamknietego
wo(s) = "+ dp_18" "+ .+ dys + dy
Wyznaczy¢ macierz K taka, ze
det (sI — A,) =det (s] — A+ bK) = w,(s) (1)
Rozwiazanie

Lemat 1 Jezeli para A, b ma postac kanoniczng

0 1 0
A= 0 | , b= 0 (2)
| —ap —ap v g1 _ 1

to macierz K spetniajgca (1) ma postaéc

K = [dO — ao, dl — ai, ..., dn—l o an—l}



Przeksztalcenie opisu systemu sterowalnego do postaci
kanonicznej (gdy para (A, b) nie jest w postaci kanonicznej)

Odpowiednia macierz podobienstwa ma postac

p
p_ pA gdzie p jest ostatnim (n-tym) wierszem
B : " macierzy odwrotnej [b, Ab, ..., A"y~
D An—1

Wtedy para (PAP_l, Pb) jest opisem kanonicznym tego samego systemu.

Lemat 2 Jezeli para (A, b) jest sterowalna, to macierz K spelniajaca (1)

ma postac
K =ldy—ap,dy — ay,...,dp—1 — ap—1|P



Przykiad

01 1

sprzezenia zwrotnego od stanu K € R1? taka ze uklad zamkniety bedzie
miat bieguny réwne s;| = s = —2.

Dla ukiladu o macierzach A = [1 1] oraz b = [1] wyznaczyC macierz

Rozwiazanie

Pozadany wielomian charakterystyczny ukiadu zamknietego ma postac
wo(s) = (s —s1)(s — s9) = (s + 2)(s + 2) = s° + 4s + 4
Czyli do — d1 = 4. Dalej

1
[b,Ab]_l—Eﬂ —[_11 Ell,azatemp—[l,—l]

Macierz podobienstwa



Posta¢ kanoniczna

0 1

1
PAP™! = [_1 ,

] (czyli ag =1, a1 = —2) oraz Pb = [(1)]

Macierz sprzezenia

K = |dy — ag,d1 — a1]P = |3, 6] [1 _01] =19, —3]

Sprawdzenie

Macierz uktadu zamknietego

N BN HISREH

ma, wartoSci wlasne s = s = —2.
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Optymalizacja
®00

Optymalizacja statyczna funkgji

Funkcja celu/kryterialna/kosztéw

Q(x) — min
X
x* = argmin Q(x)
X
Ograniczenie
x e X, gdzie X — zbidr rozwigzah dopuszczalnych

Cel
Znalez¢ takie x* € X, ze dla kazdego x € X zachodzi

Q(x") < Q(x)



Optymalizacja
oeo

Pojecie funkcjonatu

uogdlnienie pojecia funkcji
mapowanie przypisujace funkcji x(t) liczbe @

x(t) — Q

Przyktady

Q = max |x()], 0= [ (ta

ter



Optymalizacja
ooe

Optymalizacja dynamiczna

Chodzi o znalezienie takiej funkcji x*(t) ze zbioru dopuszczalnego
X, ze dla kazdej funkgji x(t) € X zachodzi

Q{x" (1)} < @{x(t)}



Sterowanie optymalne
[ 1]

Sformutowanie problemu

Zadanie sterowania optymalnego obiektem nieliniowym

x'(t) = f(x(t), u(t),t), t € [to, ty]
zminimalizowa¢ wskaznik jakosci (koszt sterowania)

t

G (x,u) = /t g (x(t),u(t),t)dt, g (x(t),u(t), t) — koszt chwilowy

0

przy danym stanie poczatkowym xp i kohcowym xg, tj
x (ty) = xo i x(tk) = xk
i ograniczen natozonych na proces sterujacy
u(t) e U, U — zbiér sterowan dopuszczalnych

Problem jest nieskonczenie wymiarowy !!!



Sterowanie optymalne
oe

Przyktadowe kryteria

@ sterowanie minimalnoczasowe

g(x(t),u(t) 1) = 1
G(x,u) = tkldt:tk—to

to

@ sterowanie minimalnoenergetyczne
g (x(t),u(t),t) = (1)
t
G(x,u) = /ku2(t)dt

to

@ catka z kwadratu stanu i sterowania
ty
G(x,u) = / <XTQx—|— uTRu) dt
to

@ problem ze swobodnym stanem kohcowym

G = F(x(tk))



Rachunek wariacyjny
®00

Rachunek wariacyjny

Minimum lokalne funkcji (przypomnienie)

Funkcja Q(x) ma w punkcie x* minimum lokalne jesli istnieje takie
e > 0 (dowolnie mate otoczenie), ze

= x| < e = Qx) = Q(x")
Jesli funkcja Q(x) jest rézniczkowalna to
Q'(x*) =0.

Whioskowanie w drugg strone jest nieprawdziwe !!!



Rachunek wariacyjny
oeo

Rachunek wariacyjny

Pojecie otoczenia w przestrzeni krzywych

Zdefiniujmy norme funkgji

Ix(B) = max |x(£)] + max |x(t)]
teto, ty] t€(to, ty]

Funkcjonat Q {x(t)} osigga lokalne minimum na krzywej x*(t)
jesli istnieje takie € > 0 (otoczenie w przestrzeni krzywych), ze

Ix(8) =x*()[| <e = Q{x(t)} = R{x"(1)}



Rachunek wariacyjny
ocoe

Rachunek wariacyjny

Réwnanie Eulera-Lagrange'a

Jezeli funkcjonat (funkcja kosztéw)
G{x(t)} = ft’;kg (x(t), x'(t), t) dt ma minimum lokalne na
krzywej x*(t), to spetnione jest na niej réwnanie Eulera-Lagrange’a
~ d_
gx(t) = ngl(t), dla t € [to, t«]
t
gdzie
B(t) = S (x(6).X(0).1) 1 Bolt) = —=F (x(1).x'(e). 1)
x ' ' X ox’ ' '

Jest to warunek konieczny, niewystarczajgcy !!!



Mnozniki Lagrangea
®000

Mnozniki Lagrange'a

Jezeli funkcja f(x) : R" — R (tzn. x jest wielowymiarowe) ma
ekstremum warunkowe w punkcie x*, przy warunku G(x) =0,
gdzie G(x) : R" — R™, to w punkcie x = x* spefoniny jest uktad

réwnan { Fx) = Ao G
G(x)=0

gdzie
A=A A Am) T

A1, Ao, ..., Am — tzw. mnozniki Lagrangea



Mnozniki Lagrangea
0®00

Mnozniki Lagrange'a

Metoda mnoznikéw Lagrange'a — technika pozwalajgca na
sprowadzenie zadania optymalizacji z ograniczeniami do zadania
bez ograniczeh

Przyktad. Zminimalizowa¢ funkcje

flx,y) =x+y
przy ograniczeniu, ze punkt (x, y) lezy na okregu jednostkowym, tj.
X2y =1,

czyli
G(x,y) =0, gdzie G(X,y):X2+y2—1



Mnozniki Lagrangea
feeX Yol

Mnozniki Lagrange'a

Tworzy sie funkcje
Flx,y) = f(x,y) +AG(x,y)

Mozna pokazaé, ze warunkiem koniecznym istnienia ekstremum w
punkcie (x,y) jest



Mnozniki Lagrangea
oooe

Mnozniki Lagrange'a

W naszym przykfadzie

1+2Ax =0
1+2Ay =0
xX+y?-1=0

co prowadzi do rozwigzania x =y, 2x2 =1, a zatem

V2 V2

X:y:7' |ubx:y:—7

Mozna zastosowa¢ tw. Weierstrassa, bo okrag jest zwarty
(domknigty i ograniczony)



asada maksimum

Zasada maksimum Pontryagina, funkcja Hamiltona

X'(t) = f(x(t),u(t),t), t € [to, t]

t
G(xu) = /kg(x(t),u(t),t) dt
to
Funkcja Hamiltona (hamiltonian)

H(A(t).x(t), u(t), 1) £ —g (x(t), u(t), ) + (A(t), f (x(t), u(t), 1))

gdzie

(A(), £ (x(2), u(t), 1)) = AT(O)F (x(1), u(t), 1)



Zasada maksimum
oe

Zasada maksimum Pontryagina, warunek konieczny

optymalnosci

Jezeli (x*, u*) jest optymalnym procesem sterowania, to sterowanie
u* maksymalizuje hamiltonian problemu tj.

H (A (t), x*(t), u*(t), t) = max H (A*(t), x*(t), u(t), t)

uel

gdzie A*(t) (tzw. funkcja sprzgzona) spetnia liniowe réwnanie
rézniczkowe (tzw. sprzezone)

A (1) = =6 (x*(2), u™(t), £) + g/ (X" (1), u"(2), 1)
z warunkiem kohcowym

A*(tk) = 0.



Zasada Bellmana
©0000

/Zasada Bellmana

Poszukiwanie trajektorii optymalnej



Zasada Bellmana
0®000

/Zasada Bellmana

Jezeli optymalng trajektorig z punktu A do punktu D jest
trajektoria

A— B— C— D,

to optymalng trajektorig z punktu B do punktu D jest trajektoria
B— C—D.

(tzn. kohcowka trajektorii optymalnej jest optymalna sama w
sobie, strategia optymalna nie zalezy od historii procesu)
Dowdd - nie wprost, oczywisty.



Zasada Bellmana
00®00

Zasada Bellmana

Funkcja Bellmana

S(x(),8) 2 min ]/ttkg(x(r),u(r),l') dr,

teU|t,tx

przy warunku x(tx) = xk

Funkcja S (x(t), t) okre$la jaki jest najmniejszy mozliwy koszt
dotarcia do stanu koficowego x, w chwili ty, jezeli w chwili t
obiekt znajduje sie w stanie x(t).



Zasada Bellmana
000®0

Zasada Bellmana

Réwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana HJB

t+At
S(x(t),t) = terl?[itr'ltk] </t g (x(1),u(t), T)dT+ S (x(t +At), t+A

po rozwinieciu funkcji S (x(t + At), t + At) w szereg Taylora
wzgledem punktu S (x(t), t) i przejsciu At — 0 otrzymuje sie
rownianie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana

=5t (x(t).£) = min (gx(t), u(t). t) + 5 (x(2). 1) F(x(1). u(2). 1))



Zasada Bellmana
ooo0e

Zasada Bellmana

Programowanie dynamiczne (metoda postgpowania)

@ Minimalizujemy prawg strone réwnania HJB traktujac x,
Sx(x, t) i t jako parametry, uzyskujemy

u(x, Sc(x,t),t).

@ Wstawiamy u (x, Sx(x, t), t) do réwnania HJB.

© Rozwigzujemy je przy warunku granicznym

S (X, tk) =0.



Regulator liniowo kwadratowy (LQR)

x'(t) = Ax(t) + Bu(t)

kwadratowa funkcja kosztéw

_ T BT T
G = x (tk)F(tk)x(tk)—I—/ (X7 @x+uRu) dt
to

koszt stanu kohcowego



LQR — optymalne sterowanie

Zastosowac sprzezenie zwrotne od stanu

u(t) = —Kx(t),

gdzie
K=R1B"P(1),

za$ P(t) jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego Riccatiego
ATP(t)+ P(t)A— P(t)BR'BTP(t) + Q = —P'(1),
z warunkiem brzegowym

P(tk) = F(tk).

@ rozwigzanie wyznaczone analitycznie

o ukfad odporny na zakiécenia
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MPC
©0000000

Istota pomystu

W tradycyjnym uktadzie regulacji sterowanie jest generowane w
oparciu o funkcje uchybu &(t) w chwili biezacej i w chwilach
poprzednich.

W sterowaniu predykcyjnym buduje sie model obiektu i wylicza
prognoze jego zachowania sie. Sposéb sterowania uwzglednia
przewidywane zachowanie si¢ obiektu w przysztosci.



MPC
0@000000

Przesuwany horyzont

@ horyzont prognozy H,
k+1,k+2 ...  k+H,
@ horyzont sterowania H;
k+1,k+2,.., k+ Hs

zazwyczaj Hs < H,



MPC
[e]e] Yololelele]

Algorytm

1. Na podstawie obecnych i przesztych pomiaréw wejscia, wyjscia
i stanu (ew. szacowanych), stosujgc model obiektu (wzér
opisujacy jego zachowanie), wyznaczy¢ prognoze wyjscia na
H, chwil "w przysztosc"

Yt Yi2r eeeees ' Yk+H,

Prognozowane wartosci wyj$¢ wyznaczone w etapie 1 zaleza
oczywiscie od wartosci przysztych sterowan (s3 ich funkcjami).
2. Przy danym zadanym (zadanym) procesie wyj$ciowym

Yokt 1o Yo kb 2y ceeeeens Ykt H, zminimalizowa& wskaznik kosztu
sterowania
Hp
J(Uky1, o Uk ,) = Z {Wy (Ve — }’z,t)2 + Wu(Aut)z} '
t=k-+1

gdzie wy, i w, to wagi, zaé Au; = u; — uz_1, tzn. preferujemy
mate zmiany sterowania.



MPC
[ee]eY Tolelele]

Algorytm (c.d.)

3. Z uzyskanego rozwigzania optymalnego uy, , ..., U,y W
chwili kolejnej, tj. t = k+ 1 poda¢ na wejScie obiektu wartos¢
Ui, (tylko pierwsza warto$¢ z ciggu optymalnego
wyznaczonego w chwili k).

4. Przesuna¢ horyzont czasowy o jeden, tzn. chwilg obecng staje
sie t = k4 1, okresem prognozy chwile

t=k+2,k+3, ...  k+Hy,+1,
a horyzontem sterowania
t=k+2,k+3,.. k+Hs;+1

5. Przejs¢ do etapu 1 powtarzajac optymalizacje dla
przesunietego horyzontu.
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Heurystyczne metody optymalizacji

Symulowane wyzarzanie (metoda iteracyjna)

W i-tej iteracji dla wektora

losuje sie wektor z jego otoczenia
X = (xl(i) 4+ A1, xz(i) + Ao, ..., X((/) + Ad)T

Jezeli nastapi poprawa funkgji kryterialnej (J(X) < J(x())) to
przechodzi sie bezwarunkowo do punktu X, tzn.

i+1) _ 3

x! =X
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Heurystyczne metody optymalizacji

Symulowane wyzarzanie (c.d.)

W przeciwnym wypadku (J(X) > J(x())) warunkiem akceptacji
nowego rozwigzania X jest zajScie zdarzenia losowego

u<ce?,

gdzie wylosowane u ma rozktad jednostajny na odcinku [0, 1].
Jesli warunek losowy nie zachodzi, pozostaje sie przy starym
rozwigzaniu, tj.

x(+1) — (i)
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Heurystyczne metody optymalizacji

Algorytmy genetyczne

@ Pojecie pokolenia

{x i

i — numer pokolenia

x,(f) — n-ty osobnik w i-tym pokoleniu (wektor d-wymiarowy)

e Selekcja — wybdr osobnikéw do roli rodzicéw (do generacji
kolejnego pokolenia). Prawdopodobienstwo selekcji zalezne od
wartoéci funkcji celu danego osobnika (np. reguta ruletki.)
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Heurystyczne metody optymalizacji
Algorytmy genetyczne (c.d.)

o Krzyzowanie — dobdr wyselekcjonowanych osobnikéw w pary
i generacja potomkéw. Przyktadowym operatorem moze byc
Srednia dwdéch wektoréw. Stosuje sie tez operacje biotwe.

@ Mutacja — modyfikacja wygenerowanych potomkéw w
stosunku do wartosci otrzymanych w wyniku krzyzowania
rodzicow.



Uktady z regulatorami P, Pl oraz PID

Sterowanie Procesami Ciggltymi

2016



Kryteria
©000

Uktad automatycznej regulacji

OISO TCR IR (]
Y0)

yo(t) = 1(z)




Kryteria
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Postulaty, kryteria oceny jakosci regulacji

@ stabilnos¢

@ warto$¢ uchybu w stanie ustalonym
eust = lim €(t)
t—oo

@ czas regulacji — czas po ktérym zagwarantowane jest
zredukowanie uchybu do 5% wartosci poczatkowe;

tr: |e(t) —eust| <O, t =t 6 =5%[e(0) — eust]

@ catka kwadratu uchybu

Q= /Om£2(t)dt



Kryteria
coeo

Postulaty, kryteria oceny jakosci regulacji

@ przeregulowanie




Kryteria

[eJele] )

Postulaty, kryteria oceny jakosci regulacji

@ szybkos¢ regulacji — rzgd (numer) pierwszej niezerowej
pochodnej Ayagr(t) na starcie, tzn. dla t =0
@ zapas amplitudy i zapas fazy

Tm Km(jm)i

(_i: ,JO)

Re ., ()
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Regulacja typu P

Uchyb w stanie ustalonym

Ke(s) = K
Kotw(s) = koKo(s) = ko /\szz((?) Kels) = 1 Kitw(s)
E(s) = _Kels)
i = lim e(t) = lim sE(s):ijKO(O);Ao
np. Ko(s) = : — st = —



P
oeo

Regulacja typu P

Oscylacje, kwestia stabilno$éi, linie pierwiastkowe

Przyktad

1 k k
Ko(s) = — ) Kom(s)= —2 K - »
o(s) CESIE otw () 51 1) vAR(S) CESIEET

1.5

1k

05+

5 k=10

| g S

7-05-

Ak

1.5

T 08 06 04 02 1} 02 04 0B 0B 1
Real Axis
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Regulacja typu P

Szybkos¢ regulacji

bis' + ...+ b
Ko(s) = % —m—1>0
ams™ + ...+ ap
b/Sl—l-...—I-bo
Kotw(s) = ky—0 "l 20
ot (S) pams’"+...—|-ao
kp(bis' + ...+ bo)
K = P
vAr(s) ams™ + ..+ ag + ky(bis' + ..+ bo)
(i) I | =0,dlai=0,1..,p—1
fim Aunr(t) = Jim s ="+ TKuar(s) 4 g gia j = p
Przyktady
1
Ko(s) = o Auar(0) =0, Ayag(0) #0
1
Ko(s) = 5 Auar(0) =0, )\/UAR(O):Ov ZAR(O)7

(s+1)
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Regulacja typu |

Uchyb w stanie ustalonym

Ke(s) = =

ole) = TR =LRRG R
E(s) — %KE(S)
evs = lim e(t) = lim sE(s) = —~ =0
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Regulacja typu |

Szybkos¢ regulacji

b/SI + ...+ by

Ko(s) = PR I—— p=m—1>0
Kou(s) = fa[:jni .++b20
(p <!
Kuar(s) = s(ams™ + kl(—ﬁlzo)—i;k,—zbljg + ...+ by)
o (6 = i 5 g 58 92120
Przyktad
Ko(s) = : —  Auar(0) =0, Ayag(0) =0, AYag(0) #0
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Regulacja typu |

Przyktad. Analityczna analiza wptywu wartosci nastawy na kryterium catkowe

Kols) = g ab>0 KR(S):g
Kotw(s) = l:sjb Ke(s) = 1+Kitw(5) = Sz(j-,;[:zskia
E(s) = 52_:;31(“9
Q(ki) = /Ooosz(t)dt = W
9Q(ki) 2kia?b—2ab (kia+b?)  —2ab?

ok (2kiab)?  (2kjab)?



Regulacja typu PI

Uchyb w stanie ustalonym

k, k S+k,'
Kr(s) = kp 5= P .
kps + ki kps + ki Lo(s)
Kot - P K —
otw () s (s) s Mo(s)
1
K —
E(S) 1 + Kotw (5)
1
E(s) = 1Ke(s)
eust = lim g(t) = lim sE(s) = > =0

t—o0 s—0 s+ (kps + ki) Ko (0)



Regulacja typu PI

Szybkos¢ regulacji

b/SI + ...+ b()

Kols) = o T Ta p=m=120
Kow(s) = kps + ki bys' + ...+ bo
otw - S ams™+ ...+ ag
kys + ki) (bis' + ...+ b
KUAR(S) _ (P )(/ 0)

s(ams™ + ...+ a0) + (kps + ki) (bys’ + ... + bo)

. ;1 =0,dlai=0,1,...,p—1
lims-s ';KUAR(S) 7&0, dla I:p

§—00

lim A he (1)



Regulacja typu PID

Szybkos¢ regulacji

kys® + kps + ki

ki
KR(S):kp—FZ—i-de: S

kd52 =+ kpS + k; b/SI + ...+ by

Kotw =

ot <S> s ams™ + ...+ ag
Koar(s) — (kgs® + kps + ki) (bys' + ... + by)

AR ~ s(ams™+ ...+ ag) + (kgs? + kps + ki) (bys! + ... + bp)
NG I | =0,dlai=0,1..p—-2
tITBAUAR(t) = Jim,s-s sKUAR(S) #0,dlai=p—1



Podsumowanie

Eust A(P‘l)(o) /\(P)(O) A(P+1)(O)
P [#£0 0 £0
| 0 0 0 £0
Pl | 0 0 £0
PD| 0 £0




Pierwsza metoda Zieglera-Nicolsa
Aproksymacja obiektu stabilnego

Uwaga! Nie znamy Ko (s), dokonujemy aproksymacji

ke—ST
- Trs+1

A SWCZ?V’

Kipprox (5)

punlt przegiecia




Pierwsza metoda Zieglera-Nicolsa
Aproksymacja obiektu catkujacego

styczna

AL




Pierwsza metoda Zieglera-Nicolsa

Rekomendowane ustawienia

Typ regulatora kp kl, kq
P 1/a | - -
Pl 0,9/a |3t | -
PID 1,2/a |2t | t/2

Zuchowski A., Metoda doboru nastaw regulatora PID
uwzgledniajgca postulowany zapas stabilnosci modutu i fazy,
Pomiary Automatyka Kontrola, str. 11-13, Nr 1/2004.



Druga metoda Zieglera-Nicolsa

Mozliwa do zastosowania dla obiektéw stabilnych wyzszych rzedéw
Nie trzeba aproksymowac

Doprowadzamy UAR z regulatorem typu P do granicy stabilnos¢
(zwigkszajgc kp)

Typ regulatora ko T; Td
P 0, 5kP,kryt co 0
Pl 0,45kp kryt | Tosc/1,2 0

PID 0, 6kP,kryt Tosc/2 Tosc/8




Metoda funkcji opisujacej

Przyblizona analiza uktadéw z elementami nieliniowymi

u(t) = Asinwt
[e0]
y(t) = 2 by sin kwt + ¢ cos kwt),
pierwsze harmoniczne
y1(t) = by sinwt + ¢; coswt ~ y(t)

funkcja opisujgca (transmitancja przyblizajgca)

Yi(s) b1+ ja
=05 =2



Przyktadowe elementy nieliniowe

Charakterystyka f(x) | Funkcja opisujaca dla x(t) = Asinwt
T

max { kx, B} J(A) =2k (arcsm 24+ 2 (1 _ (%)2> 2>

B,dlax>0 4B

—B, dlax <0 JA) = 7

0,dla |x| <a L

2
B, dla x > a J(A) =48 (1- (%)%
—B,dla x < —a
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Nadaznos¢ UAR

yo(t) = Ay + At + A2t2 + .+ At
Lotw(s) _ Lotw(S)
Motw (s) 5" Notw (s)’
o limie(t)=0,gdy h>r

o limioe(t) =€yt #0, gdy h=r
o limi_oe(t) =00, gdy h<r

Kotw (5) ==

h — rzad astatyzmu



Regulacja dyskretna
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Realizacja regulatora PID w MATLAB

Parallel PID

ol o

Fropodional Gain

Inkegral Gain

Dwrvative Gain

= ¥
L 4
§\]>“'
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Realizacja regulatora PID w MATLAB

Uwagal

ki Ns k; 1
KP (s = kp k =k L+ k
pip(S) +— +d ST N p"‘s+ d%5+15

ki Ns
Kidesl (s) = k<1+ + kg +N>
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Sterowanie dyskretne uktadem z czasem ciggtym

Ingerujemy w sterowanie jedynie w dyskretnych chwilach czasu

t = 0,7,2T,3T7,....nT,......
t = nT, n=20,1,2....

Okres dyskretyzacji (probkowania) T jest z géry okrelony (znany)
Nie myli¢ dyskretyzacji z kwantyzacja!!!

x(nT) €R

Dwie koncepcje:

@ sterowanie impulsowe: w chwilach 0, T, 2T, ... generujemy
odpowiednio zmodulowane impulsy Diraca, a pomiedzy tymi
chwilami sterowanie jest zerowe

@ sterowanie odcinkami state: warto$¢ sterowania u(nT)
obowigzuje az do chwili t = (n+1)T
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Impulsator

jezeli wejsciem impulsatora jest u(t) to jego wyjéciem jest

[ee]

u*(t) =Y u(nT)é(t—nT)

n=0

u*(t) jest ciggiem modulowanych impulséw Diraca: u(0)d(t),
u(T)o(t—T), u(2T)6(t —2T),...
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Ekstrapolator

jego wejéciem jest cigg impulséw Diraca u*(t), a wyjciem —
funkcja T(t) odcinkami stata

u(t)=u(nT),dlate [nT,(n+1)T)

a(t) = iou(nr) [1(t—nT)—1(t— (n+1)T)]

i nT) [ —nsT _ o (n+1)sT] _ Z“ (nT)e

a poniewaz Y0 o u(nT)e T = U*(s), to
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Obiekt ciggly z dwoma impulsatorami synchronicznymi

VO, U6 g YO, YO

Oznaczmy

un = u(nT) Yo = y(nT)
Woyznaczamy transmitancje systemu (dyskretnego), ktéry
przeksztatca cigg {u,} w ciag {ya}

Y(s) = K(s)U*(s), y(t):/otk(t—r)u*(l')dr

y(t) = Y- u(iT) /O"T k(nT —7)8(t—iT)dtr = Y k((n—i)T) u(iT)

i=0
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Obiekt ciggly z dwoma impulsatorami synchronicznymi

System dyskretny ma zatem odpowiedz impulsowg
kn = k(nT)
i odpowiednio transmitancje dyskretng
K(z) = Z {k(nT)}

Schemat postepowania

K(s) — k(t) — k(nT) — Z {k(nT)} = K(z)



U@ U9 U(s) Y(S) Y'(s

E + K(s)

Y(s) = K(s)U(s) = H(s)U*(s), gdzie H(s) = . K(s)
L {H(s)} = £ {iK(s)} s {1K(s)e‘5T} —A(E) = A(t—T)

po zastosowaniu reguty o splocie mozna pokaza¢, ze

n

Yo=Y (An-i—An1-) uj
i=0
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Obiekt ciggty sterowany przez impulsator z ekstrapolatorem

Odpowiadajacy system dyskretny ma zatem transmitancje

— z —

K(2) = Zn—Ap1) = Z(An) =2 LZ(An) = 222 Z {A(nT)}

V4
Schemat postepowania

z—1

() = At) = A(nT) = 212 (AT} = K(2)

z



Przyktad

Wzmacniacz

k(t) =cé(t) — k(nT) = cd(nT)

K(z) = cZ{6(nT)} =c

A(t) =cl(t) = A(nT) =c¢

1 z—1 z
Z{1,} = =
z ¢ {"} ¢ z z-—1 ¢

J— Z —

K(z) =
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Przyktad

Element catkujgcy

Aty =t — A(nT) =nT

z—1 z T
TZ{n} = z T(z—1)2 z—1

z—1

K(z) =
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Przyktad

Obiekt inercyjny I-rzedu

K(z) =2 {e—"T} - Z

z—e T

At)=1—et—=A(nT)=1,— (e )"

K(z):z—1<zi1_ z >:1—e_T

z z—e T z—e T

np. dla T =1 mamy K(z) ~ ;%82
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900

Wstep de regulacji predykcyjnej i adaptacyjnej

PROGRAMOWANIE

NASTAW

r

>

Yo(t) H?' REGULATOR

OBIEKT

I (tzw. zmienna
W(t) wiodgca)

> y(t)

Adaptacja na podstawie zmiennej wiodacej



Wstep de regulacji predykcyjnej i adaptacyjnej

cel sterowania

WYZNACZANIE
OPTYMALNYCH
NASTAW
REGULATORA

A

IDENTYFIKACJA
OBIEKTU

w(t)

\ 4

Yo(t) \ REGULATOR OBIEKT > y(t)

Posrednia regulacja adaptacyjna



Wstep de regulacji predykcyjnej i adaptacyjnej

cel sterowania

IDENTYFIKACJA

OPTYMALNYCH
PARAMETROW
REGULATORA

Yo (t) REGULATOR |1 OBIEKT > y(t)

w(t)

Bezposrednia regulacja adaptacyjna
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Identyfikacja

Liniowy obiekt statyczny (1)

a
*
x(l)_, * ‘92
X(2—» % a=1.
—_— E; ——>C%§}—+»y é*
p—— s
] _
x(S—»] Zatozenia:
Ez=0, varz <

Figure: Liniowy obiekt statyczny x), z - niezalezne

typu MISO
1 2 s
][
Xy = Rl _ | o X
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Identyfikacja

Liniowy obiekt statyczny (2)

»n 2z Réwnania normalne
XiXya= XYy

Warunek jednoznacznosci

Réwnanie pomiaréw . .
rozwigzania

YN = XNa* + ZN
Model

rankXy = s

Estymator NK
VN(a) = XNa

an= (x,\,x,\,)f XYy = XYy
Istota metody najmniejszych

. pl
kwadratéw ay 2 a*, gdy N — oo

[Yn —Yn(a)]; — min
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Identyfikacja

iniowy obiekt dynamiczny typu MA(s) (1)

——  B(@™)

Figure: Model MA

Vg = bguk+...+b:Uk_s
Yk = Vk + €
Yk = bguk—f—...—i-b:uk_s—i—zk

Z) = &k
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Identyfikacja

iniowy obiekt dynamiczny typu MA(s) (2)

L
by
*
Uy —— Z, bt — by
Uk:I“' l E
— b* —>®—> Yi b;
U1 Zatozenia:
Ez =0, varz < o0
Figure: Model MA {ui}. {2} — niezalezne
4)1T up U .o Ul_s
L
4) un up .o Uy
dy=|.7 | = ’
4),6 uy Uny-1 .. Un-—s
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Identyfikacja

Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (1)

Figure: Model ARMA

VK = bguk + ...+ b;kuk,s + aka,l + ...+ a;‘,vk,p

Yk = Vi + &
Yk = byuk + ... + bguk—s + ajyk-1+ ... + Ay p + 2k

* *
Zy = &k — A €k—1 — .. — apek_p



Identyfikacja

Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (2)

Z
;k_g_» 6* . i — yk
k-1

—

Y-

Figure: Model ARMA

L “p |

Ez=0, varz <
Uk_;, zx — niezalezne
Yk—i, zx — zalezne, gdy {z(}
jest procesem skorelowanym

Ident

(o]
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Identyfikacja

Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (3)

-

1

L

2

Dy = | . =

(PT

N
U U R i R () y-1 o Yip
up n o s oy Yo o Y2—p
uy uUy—-1 -+ UN-s YN-1 YN-2 """ YN-—p

~ —1
Yy = Oy + Zy o= (cbﬁ@,\,) OIYy
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Wersja rekurencyjna

0 = Ok 1+ Pedp, (yi — <PkT§kf1)
P19l P
14+ ¢f Pe1¢,

P = Pi_1

wszystkie pomiary {¢,, yx } majg takie same znaczenie (taka samg
wage)

a co jesli prawdziwe szukane 6% zmienia sige w czasie?

"'stare" pomiary sa mniej godne zaufania



Ident
o

Sledzenie parametréw

Y = 0"+ z,
N N
9:argm9in Y (yk — 0)°, (1)
k=1
n, — wagi reprezentujace stopiefi waznoséci pomiaru y
) N N
% Yok (v —0)" =2) (Bax — yrowk)
k=1 k=1
N N
0) an=Y vtk
k=1 k=1
5 Zk? YOk )
Lk=1 %k

N N
S M) 1Yk 1

dy a = t to ==L = 2 Yy

gdy & = const to N N Yk



Wagi, przyktady

ap = AV with 0 < A < 1 (3)

1
Kk+1 = X“k-

Z‘Xk ZANk

Ny — l,asN—n< k<N
k= 0,as k< N—n

Ident

O«



Strojenie

M y—N"nt1

w chwili N: skok parametru z wartoéci 8 na 0" + A
btad Sredniokwadratowy horyzoncie H

12

Q(n) =
i=N+1
Ho? N>, Ho2 A2
T tELS Tty
Ho?  A?
+7n1
n 3

Nopt. = arg min Q(n)
n

(

N+H i i
Z (Var 95,) + bias? 99) :

n(n+1)(2n+1)

6

Ident

_ nz)

O«
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Sktadniki kryterium jakosci Q(n)

0,8 -

0,6

§k)
04 - bias 6,5},

var0%,

Figure:
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Sumaryczny btad w funkcji n (dtugosci zapamietywane;j

historii)

45000 -

40000 -

35000 -

30000 -

25000 -

20000 -

15000 -

10000 -

5000 -

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
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llustracja dziatania

Figure:
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Sterowanie dyskretne procesami cigglymi



1. Impulsator
jezeli wejSciem impulsatora jest u(t) to jego wyjSciem jest

(0. 9]

w'(t) = u(nT)s(t —nT)

n=0

u*(t) jest ciagiem modulowanych impulséw Diraca: w(0)6(t), w(T)6(t — T'), w(2T)6(t — 2T),...

2. Ekstrapolator

jego wejSciem jest ciag impulséw Diraca u*(t), a wyj$ciem — funkcja w(t) odcinkami stala

(t) = u(nT), dlat € [nT, (n + 1)T)

|

(0. 9]

()= u(nT)[L(t —nT) = 1(t — (n+ 1)T)]

n=0

2|

_ 1 — 1 —e T &
Uls) == > u(nT) [T — e 07| = 228 N (e
S S

a poniewaz > u(nT)e ™ = U*(s), to



3. Obiekt ciagly z 2 impulsatorami synchronicznymi

%U*(s) (9 Y(s) Y (s)

Oznaczmy

U, = u(nT) Y, = y(nT)
Wyznaczamy transmitancje systemu (dyskretnego), ktéry przeksztalca ciag {u,} w ciag {y,}.

Y(s) = Kgs)U*(S)
y(t) = /0 k(t — 7t (r)dr

n

n n’l
y(t) =) u(iT) / k(nT — 7)6(r —iT)dr =Y " k((n—i)T) u(iT)
i=0 0 i=0
System dyskretny ma zatem odpowiedZ impulsows,

kn = k(nT)

D)



i odpowiednio transmitancje dyskretna, R
K(z) = Z{k(nT)}

Schemat postepowania, R
K(s) = k(t) = k(nT) — Z{k(nT)} = K(z)

4. Obiekt ciggly sterowany przez impulsator z ekstrapolatorem

V) U g U o Y09 Y(s)

Y(s) = K(s)U(s) = H(s)U*(s), gdzie H(s) =

1 1
LH{H(s)} =L {—K(S)} — Lt {—K(S)@‘ST} =ANt) =\t —=T)
S S
po zastosowaniu reguty o splocie mozna pokazac, ze

n

Yn = Z ()\n—i — )\n—l—i) Uj

i=0
system dyskretny ma zatem transmitancje

K(z)=ZM — M1) = Z(M) — 21 2Z(N\,) =




Schemat postepowania,

5. Przykilady

K(s)=c— k(t) =cb(t) — k(nT) = c6(nT) — K( )=cZ{6(nT)} =
— A1) =cl(t) = AnT) =c — K(z) = =22 {1,} = = zl =c

z

K(s) =1 = k(t)=1(t) = k(nT) = 1, — K(z )—Z{ln}— 2

— A(t) =t = A(nT) =nT — K(z) = 1TZ{n}—“T() =5

K(s)=— - k(t)=e' - k(nT) =T — K(z) =

s+1

UWAGA BLAD!!!

W tym miejscu zamiast -nT
powinno by¢ exp(-nT)

itd.

Przepraszam,
G. Mzyk

— ANt)=1—e" = AnT) =1, — nT — Ktz
2—12(2—1)-T=z (2—1)-T

z (2—1)2 (z—1)



a
Dymek
UWAGA BŁĄD!!!
W tym miejscu zamiast -nT
powinno być exp(-nT)
itd.


Przepraszam,
G. Mzyk

a
Wiersz

a
Wiersz


#07a

Sterowanie adaptacyjne



PROGRAMOWANIE
NASTAW .
W(t) (tzw. zmienna

wiodgca)

Y, (1) REGULATOR —» OBIEKT > v(t)

Adaptacja na podstawie zmiennej wiodacej



cel sterowania

WYZNACZANIE

OPTYMALNYCH
NASTAW

REGULATORA

IDENTYFIKACJA
OBIEKTU

w(t)

Y, (1) REGULATOR —>y(t)

Posrednia regulacja adaptacyjna



cel sterowania

IDENTYFIKACJA

OPTYMALNYCH
PARAMETROW

REGULATORA

w(t)

Y, (1) REGULATOR OBIEKT

()

Bezpo$rednia regulacja adaptacyjna



OBIEKT

S(z™)

B(z™)
A(z™)
u(k)
1
R(z™)

>y (k)

Lo

T(z7)

«— Y,(Kk)

Uktad automatycznej regulacji



Opis obiektu
Az Dy = Bz

AN =14+az 4. +a,427™
BizH) =bg+biz ' +...+b,gz P

niestacjonarnosc
CLl(k), te anA(k)7 bO(k)a bl(k)a te an(k)

Opis regulatora

R(z" Yy = =Sz Dy + Tz o



Etapy projektowania regulatora

1. Przy znajomosci modelu obiektu oraz przy zadanym celu regulacji
rozwigzac tzw. rownanie diofantyczne

DE(A,B,C,F,G) =0 (1)

wyliczajac pomocnicze wielomiany F(z~1) i G(271). Posta¢ réwnania (1)
zalezy od typu obiektu i celu regulacji.

2. Na podstawie wielomianéw F(z~1) i G(2~1) dokonaé syntezy
regulatora, tzn. wyznaczy¢ R(z 1), S(z=H i T(z71).



Przyklad — Regulacja adaptacyjna z lokowaniem biegunéw
(ang. pole placement)

cel sterowania

B(z 1

k) =—= Yol k

W(k) = ==l

A(z~1) — wielomian o zadanych (znanych) wspétczynnikach lub
pierwiastkach
wzor na wielkos¢ sterujacg obiektu

A(z™

ulk) = = k

(k) A<Z_1)yo< )

Dowdd — patrz [Niederlinski,...]



1. Przedmiot identyfikacji

System
(1L
X —>
(2 z
*
— q Y
—
— >
K5 —
20 at
: z?) : as : .
y = F'(x,2)=F(x,2,a"), gdzlex = | ° — mierzone, a* = | 2 | — zestaw wspélezynnikéw konkretyzujgcych F()
(s) *
x a

F() — znane, a* — nieznane

informacja aprioryczna
F* € {F(x,z,a);a€ R’}
istnieje dokladnie jedno a*, takie ze F*(x, z) = F(x, z,a*) dla kazdej pary (x, z) (identyfikowalno$¢)

informacja pomiarowa
{xk, yk}?]cvzl
cel
znalez¢ przepis V() (algorytm identyfikacji)
U (inf . aprioryczna, inf. pomiarowa) = ay ~ a*

‘)



zalozenia o zakléceniach
jest addytywne, tj. y = F(x,a") + z
{2} — ciag i.i.d.
Ez =0
varz < 00

z,X — niezalezne

natura procesow
z — losowe, x — deterministyczne lub losowe, y —losowe, ay —losowe

wlasnoSci ay
— praktyczne: wartoéci Eay[i] i varay|i]

— asymptotyczne: fakt i typ zbieznosci ay — a*

2. Metoda najmniejszych kwadratéw (Gauss 1809)

wskaznik teoretyczny oceniajacy jako$¢ dopasowania
Qs(a) = E{y — F(x, a)}2 — min

Qs(a) = E{F(x,a") + 2z — F(x,a)}* = E{[F(x,a") — F(x,a)]* + 2[F(x,a") — F(x,a)]z + 2°} =
= E{F(x,a") — F(x,a)}* +varz
konkluzja
a’ = arg main Qs(a)

w praktyce nie jest mozliwe obliczenie @ j(a) (brak znajomos$ci odpowiednich rozkltadéw), proponuje sie estymacje wartosci
oczekiwanej za pomocg wartosci Sredniej

a

N
@J,N(a) = %Z{yk — F(xg, a)}2 — min
=1

D)



uéredniane sktadniki {y, — F'(x;,a)}? tworzg cigg i.i.d., zatem na podstawie MPWL
Qux(a) ™ Qs(a), gdy N — oo
pytanie: czy prawdziwe jest nastepujace wnioskowanie
@\J,N(a) 3 Qj(a) = arg main Q\J,N(a) 2l arg main Qs(a)
odpowiedz: tylko wtedy, gdy

sup(Qv(a) — Q(a)) 2 0

a

3. Liniowy system statyczny MIMO

y = alx+z=xla"+z

ye = xia*+ 2z, k=1,2,...N

opis macierzowo—wektorowy

[ 1 2 s) ]
AREEEE I
T s
X}y xg\lf) xg\gf) : xg\sf) | YN

réwnanie pomiarow

wektor wyjs¢ modelu



empiryczne kryterium jakosci

Qn(a) = iv:{yk —xta}? = (Yy — Xya)T(Yy — Xya) = | Yy — Xyal|5 = ... — kwadrat normy euklidesowe;
— g%—a?&QQw—xww=J§mw—£k§nv—namm+a%qmw—ﬂﬁn
gradient
VaQjn(a) = —2X Yy 4+ 2X  Xya =0
réwnanie normalne
X Xya=XLYy
dim XTI Xy = s x s, dim XLYy =s x 1, dima=s x 1
e kwestia isnienia rozwigzania

lincol X4 Xy = lincol X3,

e kwestia jednoznaczno$ci rozwigzania

det XXy > 0 (#£0)
inaczej rankX%L Xy = s (nieosobliwa)

Fakt: rank X1 Xy = rank X% = rankXy.
Warunek jednoznaczno$ci: rankXy = s

1) N > s — dostatecznie duzo pomiaréw (warunek konieczny, ale nie wystarczajacy)
2) wéréd N pomiaréw musi si¢ znalezé s niezeleznych liniowo wektoréw
Gdy rankXy < s, wtedy rozwigzanie réwnania normalnego nie jest jednoznaczne.



e kwestia nazwy réwnania (normalno$é-prostopadto$e)

XL(Yy —Xya) = 0

X+(Yy —Yy) = 0, gdzie Yy — wyjécie modelu o parametrach a
XI = [colyx, colyz, ..., col yx]
YN = ajcoliz + ascolyx + ... + ascolsx — liniowa kombinacja wektoréw kolumnowych
wniosek : Yy € lincol X%
natomiast w ogélnoéci : Yy ¢ lincol X%
YN
col1x
YN
col2x

X5E(Yy —Yy) =0= (col,i)' (Yy — Yy) = 0 dla kazdego i = 1,2, ..., s

wniosek: wektor réznicy Yy — Y y jest prostopadly do kazdej z kolumn col,i (rzut prostopadly jest "najkrétszy”)



1. Identyfikacja liniowych systeméw dynamicznych z czasem dyskretnym

T+ onTi—1 + ... + Ty = Bour + Brur—1 + ... + B, %k—m,

gdzie wartoSci rzedéw n i m sa znane.

Po wprowadzeniu operatora q = z~! przesuwajgcego wstecz (tzn. qry = 2,1, ¢°T) = x)_9 itd.) oraz wielomianéw

Alg) = 1+ oq+ asg® + ... + anq”,
B(q) = Bo+Big+ ...+ Bnd™,

réwnanie (1) upraszcza sie do postaci

B(q)

A(q)zr = B(q)ug — T = Aq) U

2. Identyfikacja w warunkach bez zaklécen pomiarowych

T

0 = (()417052) "'7an7603617 "'75771)
_ T
Ty = (—Sl?kfl, TLf—2y ooy T L, Uk, Uk—1, ---,kam) 3

T, =110,

Nieznane parametry zawarte w wektorze 6 identyfikuje sie na podstawie par pomiaréw (uy, xy).

Zapiszmy
[l ] [z ]
Tg i)
RN pr— 5 XN pr—
| Ty | 2x



Ry Xy = RYRxO, (6 — niewiadome), (3)
warunek jednoznaczno$ci rozwigzania

det RN Ry # 0

rank Ry = dim 6.
warunek konieczny

N > dim#6. (4)
0 = (RLRN)'RY Xy,

3. Identyfikacja w obecnosci zaklécen pomiarowych

Cel: estymacja wektora parametréw 0 = (ay, g, ..., &, By, By, -y Bpn)! na podstawie pomiaréw we—wy {(ug, yr) }o_,, gdzie
Y = x) + €. Do prawdziwego (niedostepnego dla pomiaréw) wyjsécia obiektu xj dodaja sie przypadowe zaklécenia e,

e 0 zerowej wartoSci oczekiwanej Eej, = 0,
e skonczonej wariancji vare;, < oo,

e niezalezne od procesu wejSciowego uy

Zapisujemy

B(q)
fl?k:yk—é‘kzmuk /- Alq)



i otrzymujemy réwnanie réznicowe o zmiennych y i u

A(Q)yr = B(q)ur + 2.

2z = A(Q)er = e + a1€p—1 + Q€2 + ... + ApEE_n,
21, nie jest szumem biatym, gdyz jego autokorelacja dla |7| < n jest niezerowa
Ezkzka 75 0.

Po wprowadzeniu rzeczywistego regresora (uogélnionego wektora wejsc)

T
Or = (—Yk—1s —Yk—25 -y —Yk—ns Uy Uk—1, -y Uk—m)

oraz macierzy uogdélnionych wejs¢, wektora wyjsc i zakiécen

Ka N BN
¢y Y2 2
(I)N = . , YN = . y ZN = . y
| o L YN | 2N
réwnanie pomiaréw przyjmuje postac
Yy = ®n0 + Zy,

gdzie 6 jest niewiadomym wektorem statych parametréw, a Zy — nieznanym zakiéceniem losowym.
Yy = ®n0 — w ogblnosci sprzeczny
estymator metoda najmniejszych kwadratéow

0= (@Ldy) LYy,



blad estymacji

A =0-—0= (c1> dy) 'dLYy — 0 =
= ( ]j\; ) N(I)NH + (@%@N)ilq)]j\;ZN — 0=
1
( D) 1N‘D%ZN :
Poniewaz proces wyjsciowy jest ergodyczny
[ “Yk—-1 |

1 —Yk—n

N@TVZN —Eqpu=E| w |z
Ug—1
Uf—m

z prawdopodobienstwem 1, gdy N — oo. Skorelowanie procesu {z;} powoduje, ze
—Eyi-12;
_Eyk—nzk

E¢, 2, = 0 £0

0

0

Zwigkszanie liczby pomiaréw nie doprowadzi nas do prawdziwych wartosci parametréw. W celu pokonania tej trudnoSci
stosuje sie techniki oparte na filtracji zakltécen lub tzw. metode zmiennych instrumentalnych



9.
Wersja rekurencyjna algorytmu najmniejszych kwadratow



wersja off-line (standardowa)
ay = (X5 Xn) ' X4 Yy
wersja on-line (rekurencyjna)

ay = flay-1,2zn,yn) = an—1 + 6(an—_1,ZN,YN)

odwracana macierz (w wersji off-line)

N N-1
T T T T T T
XyXN = g TpT) = g T, +FrNTy = Xy 1 XN-1 + TNTy
k=1 k=1

0zZnaczimy

Py = (XyXy) ™

cov(ay) = Pyo?
mozemy zapisac

ay = PvXiYy

T
an—1 = Py Xy_1Yna

_ -1 o
Py = (Pyl +anzl) , gdzie Pyl = X§ 1 Xna
Lemat 1 (o odwracaniu macierzy)

A luu’ A1

1+ uTA Iy



Przyjmujac A = Pzgll i u = xy otrzymujemy

gdzie sy =

anN —

wstawiajac

otrzymujemy

wniosek

1

B 1+ I%PN_LTN
1

1+ 2l Pyv oy

T T
Py = Py Py_1xyryPn-1 = Py_1 — 2nPn_izyeyPr-1

(Py—1— senPy_iznayPyo) (Xy_ Yn-1 + onyn) =

Py 1 Xy Y1+ Py oaayyn — pexPyoaay](anPy1 Xy Yvo1 — 2y Py 1znyy) =

1
aN-1+ [%NPN—lxN]{%—NyN - I%CLN—l - I%PN—lxNyN}

T
— =1+ayPy_1xn
7N

T T T T
{..}=ynv+oyPrvoaznyy — Tyan—1 — Ty Pno1ZNyy = ynv — Tyan—1

T
ay = an_1+ »nvPyv_1zn(yy — Tyan_1) (1)
T
Py = Py_1—»xnyPyixyxyPyv_1 /-y
T T
Pyry = Pnoizny — nPvoxyryPyo1oy = %NPN—lxN{%— —oyPyoizn}
N

() =1

Pyxy = »xnyPynoizn



wstawiamy do (1)

T
ay = an—1+ Pyvey(yny — xyan—1)

Py 133N332P
NiN-1
Py = Py.1—

warunki poczatkowe
ag = 0, Py = diag[10® + 10°]

zaleta: algorytm pracuje bez odwracania macierzy



Modele obiektéw z czasem dyskretnym
i ich identyfikacja

Grzegorz Mzyk

Zaktad Sterowania i Optymalizacji
Instytut Informatyki, Automatyki i Robotyki
Politechnika Wroctawska

2008



Plan
Plan

Typowe modele

— liniowe obiekty statyczne typu MISO

— liniowe obiekty dynamiczne typu SISO (MA i ARMA)
Metoda najmniejszych kwadratéw (LS)



Modelowanie
[ 1o}

Liniowy obiekt statyczny (1)

Gl
*
X(l)—> % 32
2] % ar= .
JE— S
)
x(S—> Zatozenia:
Ez=0, varz <

Rysunek: Liniowy obiekt xU), z - niezalezne

statyczny typu MISO

x{ xl(l) x1(2) . xl(s)
X3 Xz(l) X2(2) . XZ(S)

S/ NOINC R



Modelowanie
oe

Liniowy obiekt statyczny (2)

N 21 Réwnania normalne
XiXya = XYy

Warunek jednoznacznosci

Réwnanie pomiaréw . .
rozwigzania
Yy = Xya* +2Zy

Model

rankXy = s

Estymator NK
VN(a) = XNa

1
an= (x,(,x,v) XLYy = XYy
Istota metody najmniejszych

. pl
kwadratéw ay 25 a*, gdy N — oo

IYn = Yn(a)[f, — min



Modelowanie

e0

Liniowy obiekt dynamiczny typu MA(s) (1)

——  B(q™)

Rysunek: Model MA

vk = boug + ... + bl uk_s
Yk = Vi + €&
Yk = béuk+...—|—b;‘uk_s+zk

Zk = €k



Modelowanie
oe

Liniowy obiekt dynamiczny typu MA(s)

%
by
*
U — Z bt — by
U] :
. :
— b _’é_‘ Yk bg
—
. _
Uy s> Zatozenia:
Ez =0, varz < o
Rysunek: Model MA {u}, {2} - niezalezne
o] ur U . Ul—s
L
¢, up up .. Uy
Oy =| | =
-
PN uy Un-1 .. UN-—s

~ -1
Yy = Opyb* + Zy by= (@,C@N) OlYy



Modelowanie
®00

Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (1)

Rysunek: Model ARMA

Vg = bguk + ...+ b:uk_s + aka_l + ...+ a;vk_p
Yk = Vi + &
Yk = bguk + ...+ b;kuk,S + afyk,l + ...+ a;‘,yk,p + zi

* *
Z = & —A1€k—1— ... — apsk,p



Modelowanie
oeo

Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (2)

by
U by
Uz 2 :
— 0 — b;k
U5 0* — >%< = Yk B af
YT 2
T 5
Yi-p—"1 a*
L p 4
Rysunek: Model ARMA Ez =0, varz < o0

Uk_j, Zx — niezalezne

Yk—i, zx — zalezne, gdy {zc}
jest procesem skorelowanym



Modelowanie
ooe

Liniowy obiekt dynamiczny typu ARMA(s,p) (3)

-
1
L
dy=1| . | =
T
Py
ur W o i-s Y Y-1 Tt Yiep
u U o s oY1 Yo o Y2—p
uy Un—-1 -+ UN—s YN-1 YN-2 ~°° YN-—p
~ - -1
Yy = Oy + Zy eN:(cI>NcI>N) OIYy



#08
Metody doboru nastaw regulatoréw PID



1. Obiekty inercyjne wyzszego rzedu (typ 1)

k
(Tis+1)(Tas+1)...(Ths + 1)

hacs) WZV

KOl(S) =

punkt przegiecia

Aproksymator

ke—ST

K(1>(S) B T7s+1

apr




2. Rzeczywiste uklady calkujace (typ 2)

Koa(s) = s(Tis + 1)(T25]i 1)..(T,s +1)
Alt)
| styczna
AA
r At
7

0 1
. R AL
k=tga = A7

Aproksymator
ke




3. Metody Zieglera-Nicholsa

I metoda Z-N

e uniwersalna (dla obiektéw typu 11 2)

e przyblizona (wymagane jest wyznaczenie odpowiedzi skokowej i dokonanie aproksymacji obiektu)

Typ regulatora| £, |1;| 1y
P l/a |oo| O
PI 0,9/a |37 0
PID 1,2/a |27 |T/2

II metoda Z-N

e tylko dla obiektéw, dla ktérych linie pieruiastkowe przecinaja o$ urojong jw

e dokladniejsza niz I, wymaga jednak doprowadzenia obiektu do granicy stabilnosci

Typ regulatora k, T; Ty
P O, 53 PXkryt 0.0 0
PI 0,45kpiayt | Tose/1,2| 0
PID 0,6kpkryt | Tose/2 | Tosc/8




#09

Systemy o zltozonej strukturze



system sktada si¢ z wielu elementdéw, obiekty (podsystemy) wchodzace w skiad systemu sa ze soba
potaczone 1 wzajemnie od siebie zalezne

moga wystapi¢ ograniczenia w dostgpnosci pomiarowej sygnatow

identyfikowalnos¢ pojedynczych obiektow prostych wchodzacych w sktad systemu nie implikuje iden-
tyfikowalnosci catego systemu (w szczegolnosci, ze identyfikowalnos¢ parametrow systemu ztozone-
go w warunkach deterministycznych zalezy m.in. od wartosci parametrow poszczegolnych obiektow
(podsystemow), ktorych nie znamy oraz od struktury potaczeniowej systemu)

ewentualne sprzezenia zwrotne przenosza zaktdcenia wyjsciowe na wejscia



Obiekt identyfikacji

C1 Ci Cn
€
i ill F_g - ’
Uy —~ &i y
° g;IAIi |‘”J“R
u - - &n ,
& H
Un
1 H
y=(pl ) w=(ul il e= (el e}
A=diag(A;...., 4,) B =diag(B,...., B,)
m=(nf.... HnT)T
5:(5{ ..... J,f)T £=(el.... 5,{)T
Opis formalny systemu
y=Au + Bc + ¢
u=Hy+0



Z.alozenia

Z.1: macierz potaczen H (struktura systemu) jest znana;

7.2: system jest dobrze okres§lony, tzn. dla kazdej wartoSci pobudzenia c i kazdej warto$ci zaktocen (J ¢§) ist-
nieje doktadnie jedna warto$¢ wyjscia y;

7.3: wartosci ¢ 1 y w dowolnym momencie moga by¢ zmierzone;

Z4: system przy braku zaktocen bylby identyfikowalny;

75: zaklocenia {1 Omaja zerowe wartosci oczekiwane i sg niezalezne od siebie oraz od pobudzen c;

Z.6: wartosci ¢, O i £ sa takie, ze uogdlniona macierz pobudzen

EN = [el,...,eN]

gdzie e = (¢!, )" oraz 8= A5+ & jest zagregowanym zakldceniem przeniesionym na wyjscie systemu,
jest - dla N =dim e - pelnego rzedu z prawdopodobienstwem 1, tj. rank Ey = dim e.

Cel

odkrycie prawdziwych wartosci wspotczynnikéw w linilowych opisach kazdego obiektu wchodzacego w

sktad systemu (zawartych w macierzach A i B) na podstawie pomiaréow ¢ i y* (k=1..N) uzyskanych w ekspe-
rymencie.

Opis kompaktowy (rownania pomiarow)
y=Kc+ G868
gdzie
GB

G=(-4H)" K



Estymacja metoda najmniejszych kwadratow
Vin (Az ’BZ)WGN +eiN gdzie ), = (911, »‘9N)

VWi = (4;.B; ) Wi Wik, + @iy Wi

-1
(Ao By ) = Vi Wy (W ik
gdzie
_[L1 N
VZN —[Vl',...,vl' ] VV[N:[W})"':WZN]
wk = (al.k "ok T) ik = Hvk v jest wynikiem pomiaru wyjscia y*

Przypadek 1) brak zaklocen pomiarowych: v=)",
Przypadek 2) obecnoéé zakldcen pomiarowych: v'=y"+r.
Zasadnicza wada estymatora
asymptotycznie obcigzony
limy . E(4y,Biy) % (4,B)
przyczyna: wystepowanie strukturalnego sprzg¢zenia zwrotnego w systemie, a co za tym idzie — skorelowa-

nie zachodzace pomig¢dzy zakloceniami (zagregowanymi) &, dziatajacymi na wyjs$cia podsystemow, a wej-
sciami interakcyjnymi u;, ktore zaleza od wyjs¢ systemu.



Metoda zmiennych instrumentalnych (Instrumental Variables)

(4l B ) = v (i)

W1: wymiarowos¢ %y jest identyczna jak wymiarowos$¢ macierzy Wy:
T
_[,1 N T T
LIJZN_[[//l::wl ] wlk:(wllil 94[/?’2 )
gdzie
diml,[/l-’1 = dimuy;
dimy, , =dimg;

W2: macierz W,y QU,NT jest odwracalna (nieosobliwa)'

W3: elementy lﬂll Lyee gﬂ\’ll 1 lﬂl i 25e- ,2 macierzy %y sa asymptotycznie silnie skorelowane z wejsciami
zewngtrznymi c c
W4: elementy ¢/1,,1,..., i1l g[/l,-,z,...,l// ;2 macierzy %y sa asymptotycznie nieskorelowane z zaktoceniami

d,..., 8" dziatajacymi na wyjscia podsystemow.
Konstrukcja zmiennych pomocniczych

Oznaczmy przez L; macierz formujaca %y z macierzy pobudzen zewnetrznych systemu Ey
W.. =L.F
N I~N

l
Postulat (wzgledu na warunki W3 i W4 oraz niedostepnos$¢ pomiarowa wektora 6)

| 0
L=
I 0



[; jest macierza o wymiarze dim u; X dim c, o ktorej zakladamy, ze jest petnego rzedu
[; jest macierza blokowa o wymiarach dim c¢; X dim c, z jednostkowym i-tym blokiem kolumnowym:
I; =[0,...,0,1,0,....0]

Wiasnosci asymptotyczne (przypadek braku zaklocen pomiarowych)

i =45 oy 1

l 1°71

btad estymacji
-1 -1
(Ail]\ll/’BiI]\If/)_(Ai’Bi) =0y Wiy (WiN qJzTN) Ay :%v@iNqJﬂTv(%v”?Nq’ﬁTv)
zapiszmy
_[HK HG
Win =FiEy ,gdzie =l g
l

na podstawie warunkéw W1+W4 oraz mocnego prawa wielkich liczb otrzymujemy:
T :

sh st

W u,c

Voo wl —p1 L] T
N lN lN p zlc,l/jz ZZC’C

gdzie 2, , oznacza macierz korelacji wzajemnej pomigdzy wektorami losowymi x; i y;
Whiosek

(Aiéxlf/aB%)‘P-l - (4;.5;)



Optymalna generacja zmiennych instrumentalnych

||E{ANTAN} H2—>min

%

k

Y, = E(ul-k|c =ck) :Hl-ch

) =1.N  (9)
Kk
Wir =¢

Uwaga: macierz K jest nieznana



Wyniki eksperymentow

Poréwnanie btedéw estymacji metodami NK i IV
dla elementéw macierzy A.

I 1

0
10 30 50 YO 80 200

20 40 0 20 I:iEZba pomiaréw 300

Zalezno$¢ Sredniego btedu identyfikacji
od wyboru zmiennych instrumentalnych.
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Przykilad obiektu pracujacego w systemie zlozonym



1. Reaktor o idealnym zmieszaniu

WielkoSci wejsciowe:

F4 |kg/s] — natezenie doptywu materialu A o temperaturze T4
Fp [kg/s] — natezenie doptywu materialu B o temperaturze Tp
H |J/s| — strumien energii cieplne;

Wielkos¢ wyjsciowa:

Fp [kg/s] — strumien materialu wyplywajacego z reaktora
Jako wspoétrzedne stanu przyjmujemy:

W |kg| — zatadowanie reaktora

C'y |—| — stezenie skladnika A w reaktorze

T |K] — temparatura mieszaniny w reaktorze

Ograniczenia:

0 < W < Whhax, gdzie Wi — pojemnoSc reaktora,

T < Thax, gdzie Th.x — maksymalna dopuszczalna temperatura



Ulozenie réwnan stanu (zmienne stanu to W, Cy i T):

dW
— = Fy + Fp — Fp — ogblny bilans masy
dWC
( — A) = Fi— CyFp— WC4k(T) — bilans masy dla sktadnika A
d(cW'T

gdzie

k(T) — stata predkosci reakcji

¢ |J/kgK] — cieplo wlasciwe (identyczne dla wszystkich substancji)
h [J/kg| — cieplo reakcji

Ze wzoru na pochodng iloczynu mamy:

dWCy) dCy ., dW
o Vg oy




Réwnania stanu

dW
dCA . 1—CA CA

dT’ Ty—T I —T H hC 4k(T
R F F —
dt %% AT W B+CW C




Sterowanie wielopoziomowe w systemach
ztozonych — identyfikacja i optymalizacja

Grzegorz Mzyk
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23 lutego 2015
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System
Opis systemu

System ztozony



System
Opis systemu

y,-:A,-x,-—I—B,-u,-—FC,- (i:1,2,...,n),

-
u = (u,uy, ..., u,)
T
x = (x3, %, . X,)
-
y = (}’1:)’2:---:)//1)

xi = Hiy + 6;



System
Opis systemu

A = diag(Al, A2, ceny An)
diag(B1, BQ, . Bn)

oy
|

H = (H1  H; ,...,HT)T

n

y=Ax+Bu+¢
x=Hy+¢



System

Przyktad — system kaskadowy

X—Y1

System kaskadowy

0 0
H=11 0
0 0

-~ O O



Identyfikowalnosé

|dentyfikowalnosé
System kaskadowy

Twierdzenie

Element i-ty jest identyfikowalny w ztozonym systemie
kaskadowym wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek

rank[A,-,lA,-,g...Al, A,',lA,',g...Bl, ceny A,',lB,',Q, B,',l] = dim X

[Hasiewicz, Int. J. Sys. Sci., 1987]



Identyfikowalnosé

|dentyfikowalnosé

System o dowolnej strukturze potgczen

Twierdzenie

Element i-ty jest identyfikowalny w ztozonym systemie o dowolnej
strukturze potgczen wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek

mMM[MUW”MFuKmﬁpWKW}:mmm

gdzie KU oznacza i-ty blok kolumnowy macierzy K.

[Hasiewicz, Int. J. Sys. Sci., 1987]



Metody identyfikacji

Metoda najmniejszych kwadratéw

Yo = ®,y@, .0
W = [w® W@ w)
wi = (xu)’
Yin = (Ai, B)) Wiy +¢;
w = (%, u;)7 Xi = Hiy = xi — 6;
Wiy = [ w®, w7



Metody identyfikacji

Metoda zmiennych instrumentalnych

~ R N o -1
W = 0.0, )

optymalne instrumenty

Y =w; = (X; u)T, X; = E(xi|u) = HiKu

(R}



Sterowanie
Podejscie globalne

y=Ax+Bu+¢
x=Hy+¢

y = A(Hy+9d)+Bu+¢,
(l—AH)y = Bu+Aj+¢,
y = Ku+ G6
K=(—-AH)"'B

przepis na sterowanie
u= K_l)/z



Sterowanie

Podejscie lokalne

decyzja lokalna o sterowaniu u; (balansowanie)
Yzi = aiXi + bju;
Xi = Miyz
przepis na sterowanie

Yzi — aiHiy;
b

up =



Sterowanie
Funkcja celu i ograniczenia

ograniczenia

(ui, xi)

er(u,-,x,')

IA M
S

lokalna funkcja celu
Qi (ui, x;)
globalny wskaznik jakosci

QR = P(Q1, Q... Q)
() — funkcja zachowujgca porzadek

np. @ = ZQ;



Sterowanie

Dwupoziomowa optymalizacja (dekompozycja zadania

optymalizacji)

- (uu), u(z))

u — zmienne goérnego poziomu (tzw. koordunujgce)
2)

u® — zmienne dolnego poziomu

muaXQ(u) = max{maxQ(u(l),u(2))}

u() u?)



Sterowanie

Procedury koordynacji

Metoda bezposrednia

warstwa goérna

Q = Y(@Qi(ya,re) - Qn(yd,rg,)) — max

Yd.rd
Yorg, < n
f
warstwa dolna
Qi(uj, x;)) — max
uj
xi = Hiyy, (ui, x;) € G, ri < rg;

problem: dla pewnych (yy, ry), zadanie dolnego poziomu moze nie
mie¢ rozwigzania
(Ya.ra) € YR

zbiér YR — tudny do wyznaczenia (zalezy od ograniczen i struktury
systemu)



Sterowanie

Procedury koordynacji
Metoda kar

warstwa goérna
Q=19 (Q1(ya,rd), .- Qn(ya,ra,)) — max

warstwa dolna

Qi = Qi(ui, xi) — K(yi — yq,) — max



Procedury koordynacji

Metoda cen

warstwa goérna

P(A) = ZQ/ (ui(A), xi(A)) + (A, x(A) — Hy(A)) — m/\in

warstwa dolna

Q = Qiui xi) + (A, ui) = (py yi) — min



Podsumowanie

Uogdlnienia

Systemy nieliniowe

Blok typu Wienera



Podsumowanie
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[2] Findeisen, W., Wielopoziomowe uktady sterowania, PWN,
Warszawa (1974)



Ztozone systemy sterowania
Optymalizacja dwupoziomowa z dokompozycja
i koordynacja
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Problem

Zadania zwigzane

@ zadanie pierwotne

znalez¢ u € U :

QW) = Q(u) (1)

dla kazdego u € U, gdzie U jest zbiorem wartoéci dopuszczalnych
u — wektor zmiennych decyzyjnych (sterowan)

@ zadanie zwigzane (ozn.)
znalez¢ w € W :
P(w) > P(w) (2)

dla kazdego w € W



Problem

Zadania zwigzane

Uzycie rozwigzania zadania (2) do okreslenia rozwigzania zadania
(1) jest mozliwe gdy:

@ rozwigzanie w zadania (2) istnieje < istnieje rozwigzanie U
zadania (1)

e istnieje odwzorowanie ¢ : W — U, takie ze U = ¢(w)



Problem
Zbiory douszczalne

U={u:g'(u) <0g"(u) =0}

W= {w:H(w)<0,h(w)=0}

Twierdzenie

Jezeli
h/:gloq) h”:g/log0 P:QO(P

to zadanie (2) jest zwigzane z zadaniem (1) oraz u = ¢(w).




Dekompozycja

Dekompozycja

P(w) — max w = (v, m)

max P(w) = max P(v, m) = max [mn?x P(v, m)}
optymalizacja w [] odbywa si¢ przy ustalonym v (zadanym z goéry)
v - zmienne decyzyjne gérnego poziomu, tzw. zmienne
koordynujace

odpowiedni dobér zm. v — tzw. koordynacja

Na poziomie dolnym staramy sie dokona¢ dekompozycji

m=(my, my,.. m)

i rozwigzywa¢ zadania czeSciowe réwnolegle.



Dekompozycja

vA

3 S zbior W

¥
E‘ jed e zbioréw {v}x M
S| _jeden ze zbioréw {v{x M,
af ;
N| i ; 2

*, .\-\___»—/—/V

|

= ; TR
jeden ze zbiorow M,

Zbiér dopuszczalny



Dekompozycja
Zadanie dolnego poziomu

dla danego v € V znalez¢ m(v) € M, takie ze dla kazdego
m € M, zachodzi

P(v,m(v)) > P(v, m)



Dekompozycja

v
zbior W

NS

8|5

ol

NI N

i AT

| > m

jeden ze zbiorow /),

Zbiér dopuszczalny



Dekompozycja

Zadanie gérnego poziomu

znalezé v € V, takie ze dla kazdego v € V|, zachodzi

P(v,m(v)) > P(v,m(v))



Przyktad

zminimalizowa¢ funkcje

Q(u) = (1 —4)* + (1 — 4)* — min

u

przy ograniczeniach

gi(u) = B4+ us—a?e? <0
g(u) = [u3|-1<0
o] < 1



Przyktad

konstrukcja zadania zwigzanego
funkcja ¢

u = w3

u3 = Inwy



Przyktad

ztozenie P = Qo ¢

ograniczenia

hi(w) = wi+wi—a’ni <0
h2(W) = ||nw1|—1§0



Przyktad

rozbicie problemu na dwa poziomy
vV = w m; = Wy my = W3
zbiory dopuszczalne

1
VvV = {v:gvge}
€

M, = {m:m%—{—mg §tx2v2}



Przyktad

zadanie dolnego poziomu

P(v,mi, my) = (my —4)° + (mp — 4)°> — min
my,m3

przy ograniczeniu

m% + m% < a?v?

rozwigzanie



Przyktad

zadanie gérnego poziomu

min P (v, m(v)) = min2 <\£§IXV — 4)

v v

przy ograniczeniu

|
IN
<
IN
o)

rozwigzanie

<)
Il
®



Przyktad

powrét do zadania pierwotnego

u = ¢Ww)
V2

u = m (V) = 70{6
V2

u = my (V) = 70{6

uz = Inv=1



Przyktad
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Warszawa (1974)



Podstawy teorii decyzji



1. Podstawowe pojecia

Parametr generowany przez przyrode — 6 (np. wielko$¢ jutrzejszych opadéw deszczu, wynik losowania itp.)

Znana funkcja gestoSci prawdopodobienstwa f(6)

Musimy podja¢ decyzje d co to wartosci, jaka uzyska 6.

Funkcja strat (ang. loss function) — okredla, jaki koszt poniesiemy, gdy podejmiemy decyzje d, a prawdziwy parametr
bedzie miat wartos¢ 6. Przyklady takich funkcji:

L(d,0) = |d— 9
L(d,0) = (d—6)*
L(d,0) = —6(d—0)

Ryzyko (ang. risk) — warto$¢ oczekiwana funkcji strat

R(d) = EL(d,0) = / L(d, ) f(6)d8
2. Kwadratowa funkcja strat

R(d) = EL(d,0) = E(d—0)" = E(d® —2d0 + 6%) =
= d* — 2dE§ + E#*
OR(d)

—— = 2d—2F0, zatem —— =0dlad = Ef
, Zatem 5 a

d* = FEf optymalng decyzja jest warto$¢ oczekiwana parametru 6

3. Funkcja strat typu modut

oznaczmy F'(0) = f_eoo f(0)do



R(d) = EL(d,0) = E|d— 0] /d (d — 0)F(6)d0 — /doo(d —0)£(0)d0 —

_ d[/:f(e)de/dmf(e);] _ U_i&f(&)d@—/dooef(ﬁ)del

rézniczkujemy po d

0
D — v #(a) — (1~ () + dlf () + £(d)] ~ () — (~df ()] =
= 2F(d) — 1, zatem decyzja jest optymalna gdy F(d) = % (mediana)
korzystaliSmy z definicji pochodnej
/ d+h _qd d+h
(/d 0f(0)d0> _ }Lirr(l) [ 0f(9)d9h [ 0f(6)do :}Lﬂ% g 0f(0)do _
hdf (d
- i -

4. Funkcja strat typu delta

R(d) = EL(d.0) = —E5(d—6) = — /_oo 5(d— 0) £(0)d0 = £(d)

f(d) — max

najlepsza decyzja jest parametr najbardziej prawdopodobny

Q



5. Przykladowa gra

Podajemy liczbe d, automat losuje liczbe 6 z nastepujacego rozktadu

0, z prawdopodobienstwem
0 = < 1, z prawdopodobienstwem
5, z prawdopodobienstwem

W= ==

Gra 1) gdy musimy zaptaci¢ |d — 6| ztotych
najlepsza decyzja (minimalizujaca ryzyko) jest mediana zmiennej 6, czyli d* = 1, wtedy

1 1 1
R(d")=FE|d—0| = 1zt- 3t 0zt - 3t 47} - 3= $rednio 1.66z1 (mniej nie mozna)

Gra 2) musimy zaptaci¢ (d — 0)? zlotych
teraz najlepsza decyzja (minimalizujaca ryzyko) jest wartoS¢ oczekiwana zmiennej 6, czyli d* = 2, wtedy

1 1 1
R(d*) = E(d — 0)* = 4zt - 3 + 1zt - 3 + 9zt - 3= $rednio 4.66z1 (mniej nie mozna)

Gra 3) jedli trafimy — wygrywamy dom i samochéd
nalezy podja¢ decyzje d = 0, d = 1 lub d = 5, wszystkie zdarzenia § = 0, 0 = 11 0 = 5 sa tak samo ("najbardziej")
prawdopodobne, inne decyzje wykluczaja szanse na wygrang



1 Sterowanie wielopoziomowe

e warstwa adaptacji — umozliwia uwzglednienie niestacjonarnosci procesu,
tzn. zmiany jego parametréw z uplywem czasu

e warstwa optymalizacji — generuje optymalny (technologicznie), zadany
przebieg procesu y;(t)

e warstwa sterowania bezpoéredniego — realizuje klasyczne zadanie regulacji
zdefiniowane przez warstwy nadrzedne

Przyktad: Samochdd rajdowy, kierowca, pilot.

Pilot (warstwa optymalizacji) jako znawca trasy podaje predkosé z jaka nalezy
wejse w zakret, uvwzgledniajge warunki pogodowe (adaptacja). Kierowca (sterowanie
bezposrednie) bezkrytycznie realizuje polecenia pilota (warstwa nadrzedna).

Problem sterowania zostat zdekomponowany (pilot nie musi posiadaé prawa
jazdy, kierowca nie musi znaé trasy).

Pilot, jako warstwa nadrzedna, jest wazniejszy (bledna decyzja moze spowodowaé
wypadek).

[ew. rysunek]

2 Nadaznosc
Niech sygnal zadajacy bedzie wielomianem stopnia r
y:(t) = ag + art + ast®... + a,t”

Niech uklad otwarty (stabilnego uktadu regulacji) ma h biegunéw zerowych

Lotw (3) _ Lotw (S)
Motw(s) S}LNotw(S)

Kotu) (5) =

Wtedy

h>r ¢€(t)—0
h=r ¢€(t) — eust

h<r |e(t) — o

3 Obiekty niestacjonarne

ich parametry ulegajg zmianie w czasie (np. temperatura silnika samochodu -
pierwsze kilka minut po uruchomieniu, masa samolotu — spalanie paliwa, mozli-
wosci cztowieka — wiek)

Przyktad

K(s) gdzie T zmienia sie¢ w czasie

T Ts+1
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Struktura typu MFC (ang. Model Following Control) [zrédlo: http://www.bitermo.com.pl/art/art1l.php]
MFC/IMC
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1 Jadrowy sposéb konstruowania regulatora nielin-
iowego, tablice sterowan (look-up tables)
Wiedza uzyskana od ekspertow:

Gdy uchyb jest réwny 1 to sterowanie powinno byt ui.
Gdy uchyb jest réuny eq to sterowanie powinno byt us.

Gdy uchyb jest rowny ey to sterowanie powinno byt uy.
Wiedza wstepna — zbiér N par:

{(Ekauk)}{f\]:1

Chodzi o skonstruowanie funkcji u = f(¢), ktéra mozliwie dobrze przybliza
to, co powiedzieli eksperci.

2 Estymator jadrowy

N _
Fle) - st )
- N e—e¢
2 k=1 K( h(ng)

K () — funkcja jadra, o duzych wartos$ciach w poblizu zera, tzn. selekcjonujaca
punkty e bliskie argumentowi ¢.

h(N) — parametr strojenia (wygladzania), taki ze h(N) — 01 Nh(N) — oo,
gdy Nh(N) — o

Uwaga: nie zaktadamy, znajomosci postaci (wzoru) funkeji f().

3 Metoda postepowania

etap 1) akwizycja danych (stuchamy ekspertéw)

etap 2) obliczamy f(e) w kilku réznych punktach e (kilku, lub wiecej w
zaleznoSci od zastosowar)

etap 3) interpolujemy ("laczymy" uzyskane punkty)

4 Wersja dwuwymiarowa

oprécz uchybu € dysponujemy jego pochodna g
Gdy uchyb ma wartost €1, a jego pochodna €, to sterowanie powinno byé u;.
itd.



S un K H j ]_[ : ]l

fle,e) = _
|

N
2=t K| )

gdzie ||| — norma wektora (ep. euklidesowa)
Uwaga: Dla przypadku dwuwymiarowego musi zachodzi¢ warunek Nh?(N) —
00.
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Przyblizona analiza uktadéw nieliniowych
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ii
0.1 Specyfika ukladéw nieliniowych
Nieliniowe réwnanie rézniczkowe
F(y™ =0y 2D t)=0.
Uklad nieliniowy pobudzony sygnalem sinusoidalnym sin wt, w przeciwien-

stwie do ukladu liniowego, daje na wyjsciu dodatkowe sktadowe harmon-
iczne o innych (wyzszych) pulsacjach niz pulsacja podstawowa w.

= I
Sign
fh'n. Fower Spectral
U [u] Drensity
Sine Wrawve b
o et
M ath I | .
Function
Scope
Saturation

FIGURE 1. Obserwacja widm proceséw wyjsciowych elementéw nieliniowych

Nie ma zastosowania transformacja Laplace’a

Bardziej ztozone struktury polaczen (np. z dodatnim sprzezeniem zwrot-
nym) moga prowadzi¢ do niejednoznacznej charakterystyki zastepczej (tzw.
histerezy)

Przyklad praktyczny.

" 1 (zawor otwarty), gdy y(t) < yo(t) (jest za zimno);
| 0 (zawér zamkniety), gdy y(t) > yo(t) (jest wystarczajaco cieplo).

0.2 Metoda funkcji opisujace]j

Polega na przyblizeniu elementu nieliniowego jego opisem liniowym, a nastep-
nie zastosowaniu znanych narzedzi analizy systeméw liniowych.

u(t) = Asinwt
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FIGURE 2. Charakterystyka statyczna termostatu

y(t) = ao + Z(bk sin kwt + ¢, cos kwt),
k=0

ap, b 1 ci sa stalymi wspélczynnikami, zaleznym od charakterystyki nielin-

iowej i amplitudy A sygnalu wejScioweg
y1(t) = by sinwt + ¢ coswt =~ y(t)
Ltransmitancja” zwana funkcjg opisujaca

Yi(s) _ by + jc

1) = Ts) A

przyktady [Wiszniewski 2000]

x 7 - X 7 N7

I(A) >

\4

FIGURE 3. UAR 2z regulatorem nieliniowym

"Réwnanie charakterystyczne"

1+ J(A)Ko(jw) =0,
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TABLE 1. Funkcje opisujace popularnych elementéw nieliniowych

Charakterystyka f(z) Funkeja opisujaca dla z(t) = Asinwt
) 2\ 2
f(x) = max {kz, B} J(A) =2 (arcsm L+ (1- (%)) )
(B, daz>0 B

flz) = ~B,dlaz <0 J(A) =X

0,dla |z| <a N
fl@)={ B,dlaz>a J(A) =15 (1- (%))

—B,dlaz < —a

cykl graniczny

KO(jw) = _J(A)

Krzywa na plaszczyznie zespolonej o wspotrzednych (Re[— ﬁ], Im[— ﬁ])
okre$la granice migdzy stabilno$cia i niestabilno$cia systemu (odpowiednik

punktu (—1,50) w kryterium Nyquista).
Przyklad [Wiszniewski, 2000]

Obiekt
1
K =
o) = GEFDGFD
regulator
u = B -sgn(e).
Mozna pokazaé, ze
4B
A) = .
J(4) = —
Rozwiazujemy
1

—m = Ko(jw),

poprzez poréwnanie czedci rzeczywistych i urojonych jego obu stron i otrzy-
mujemy

w=114=—.

s

W ukladzie powstana wiec drgania okresowe o amplitudzie A = 2B/x
i pulsacji w = 1.
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0.3 Model systemu nieliniowego w postaci szeregu Volterry

1

To Wakspace

Transfer Fon2

Sign

Sum

|

Step

t
To Matepaceq

|->

B
Clodk

FIGURE 4. Uklad z przekaznikiem dwupolozeniowym
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FIGURE 5. Przebieg wyj$cia obiektu y(t) (gdzie A

0.3 Model systemu nieliniowego w postaci szeregu
Volterry

y(t) = h(0>+/h(l)(n)x(t—ﬁ)dﬁ—i—
R

—|—/ R (11, 72)x(t — 71)x(t — T2)dT1dT2 +
R

—I—/ R (11,72, 73)x(t — 71)x(t — T2)x(t — T3)dT1dT2dT + ...
R
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0.4 Modele Hammersteina i Wienera
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FIGURE 6. Hammerstein system
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FIGURE 7. Wiener system
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